Metode Numerice — Notite de laborator®

Autori:
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*Nota: Algoritmii Pseudocod au fost preluati in cea mai mare parte din cartea "Metode Numerice in
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1 Notiuni introductive

Fie matricea cu m linii i n coloane

A - (aij)1§i§7rl-
1<j<n

Citirea matricei in C:
// declaram variabilele
int n,m,1,j;
float a[10][10];
printf(” Dati numarul de linii m=");
scanf("%d" ,&m) ;
printf(”Dati numarul de coloane n=");
scanf("%d" ,&n) ;
// citim elementele matricei A
for(i=1;i<=m;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
{
printf("\n a[%d] [kd]l=",1i,3);
scanf("%£",&ali]l [j]1);
}
Afisarea matricei in C:
for(i=1;i<=m;i++)
{
for(j=1;j<=n;j++)
printf("%£", alil[j1);
printf("\n") ;
}

Suma si diferenta a doua matrice

Exercitiul 1: Fie matricele

3 0 -1 2
A= 1 3 si B= 0o 7
-2 =2 0 5
Calculati A+ B, A— Bgi B— A.
Algoritmul Pseudocod pentru A+B
// Citim m,n, numarul liniilor si coloanelor corespunzatoarea lui A $i B, si elementele lui A gi B
1. citeste m,n, a;j, bjj, 1 <i1<m,1<j<n
2. pentru ¢ = 1,2, ..., m executa
2.1. pentru j = 1,2, ...,n executa
// Calculam elementele matricei C=A+B
2.1.1 Cij < Qi + bij

3. afisdim matricea C' = (¢;j)1<i<m-
1<5<n



Inmultirea a doua matrice

Fie matricele

A= (aij)léz;m € Mmn(R) si B = (bij)icicn € Mpp(R).
Sisn

1<j<p

Atunci matricea produs A - B = (¢ij)1<i<m € Mmp(R), unde

1<j<p

n
Cij:Zaik'bkj> V1<i<m,V1<j<p.
k=1

Exercitiul 2: Calculati A - B daca

30
A= 1 3 si B:(?§_21>.
—2 -2

Algoritmul Pseudocod pentru AB
1. citeste m,n,p, a;;, 1 <i<m,1<j5<n,bj;, 1<i<n, 1<j5<p
2. pentru i = 1,2, ...,m executa
2.1. pentru j = 1,2, ..., p executa
21.1¢j5+0
2.1.2 pentru k =1, 2, ...,n executa
2.1.2.1 ¢ij < ¢ij +a - bkj
3. afisam matricea C' = (¢ij)1<i<m-
1<j<p

Schimbarea a doua linii intr-o matrice

Exercitiul 3: Fie

02 2 2
A=11 3 -1 2
4 3 05 2

Schimbati linia 2 cu linia 3 In matricea de mai sus si afisati-o.
Algoritmul Pseudocod
1. citeste m,n, a;;, 1 <i<m,1<j<n

2. pentru j = 1,2, ...,n executa
2.1. aux < ag;
2.2. Qgj < azj
2.3. agj < aux

3. afisam matricea (a;j)1<i<m-

1<j<n

Exercitiul 4: Fie matricele

0 2 1 2 0 1
A= 1 0 -1 si B=1[ 3 -1 -1
4 1 2 0 1 -1



a) Calculati A — 2B, A%, BA, AB, B + 2I3;
b) Schimbati linia 3 cu linia 1 in matricea B si afisati-o;
c¢) Calculati suma elementelor de pe diagonala principald a matricei AB (adica urma matricei AB,
Tr(AB)).

Maximul si minimul dintr-un vector

Exercitiul 5: Fie vectorul

1
=(2 -2,3 =, -05).
0= (2 -2.8.3,-03)

Sa se gaseasca minimul gi maximul dintre elementele vectorului v.
Algoritmul Pseudocod
1. citeste n, v;, 1 <1< n
2. mazx < v[1]
3. pentru ¢ =1,2,...,n executa
3.1. daca maz< v[i| atunci
3.1.1 maz < vli]
4. afisam maz

2 Metoda de eliminare Gaussiana

Prezentarea Problemei: Consideram sistemul liniar
(2) A-x=0b,

unde A € R™*™ este matricea sistemului (2) si b € R™ este termenul liber al sistemului (2).
Ne propunem sa determinam, daca este posibil, z € R™, unde x este solutia unica a sistemului (2).

Prezentarea Metodei:

Consideram matricea extinsa (A|b) = (aij) 1<i<n , unde a;pi1 =b;, 1 <i <n.
1<5<n+1
Metoda Gauss consta in prelucrarea matricei extinse (A |b) astfel incat in n — 1 pasi, matricea A

devine superior triunghiulara:

aﬁ) agg) agilnfl aﬁ’f,ﬂ ag?)z—&-l
ag;) . agj;z_ 1 aé’fi ag,2+ 1
3) I | =AY nde A = (A]D).
0 0 agln_)lvn_l aff_)l,n agi)LnH
0 0o .. 0 agf% a%ﬂ

Presupunand ca agz) #0,1 <k <n—1, unde elementul agz) se numegte pivot, pentru a obtine

matricea (3) aplicam urmatorul algoritm

e primele k linii se copiaza;



e pe coloana ”k”, sub pivot, elementele vor fi nule;

e restul elementelor, sub linia ” k", la dreapta coloanei ”k”, se vor calcula cu regula dreptunghiului:

linia k; DY a/ --------- a . e
w & ® 0 _ & ®)
: : o D) e N
linia 7 - -- a(k) ......... a(k) Y a(k)
ik ij kk
coloana k coloana j

Prin urmare, pentru 1 < k£ <n — 1, obtinem urmatoarele formule:

ay?) 1<i<k,i<j<n+1
(4) @ﬁ”; 0 " 1<j<k, j+1<i<n
o) — %5 alt) E+1<i<n k+1<j<n+l.
Ak

Componentele solutiei sistemului (2) se obtin direct, prin substitutie inversa:
(5) o = a1 /o), daca o) £0,

pentrut=n—1,n—-2,...,1

(6) T; = a§j2+1 - Z agb) X /agl).
j=i+1

Algoritmul Pseudocod
// Citim n, dimensiunea matricei A gi matricea extinsa (A|b)
1. citeste n, a;j, 1 <:<n,1<j<n+1
2. pentru k =1,2,...,n — 1 executa
2.1. daca agr # 0 atunci
/] Aplicam formulele din metoda Gauss (regula dreptunghiului) si anume ultima formula din (3)
2.1.1. pentru i =k + 1,k + 2, ...,n executa
2.1.1.1. aj, < aix/akk
2.1.1.2. pentru j =k+ 1,k + 2,...,n + 1 executa
2.1.1.2.1. a;j < a;j — a; - ag;
2.2. altfel iesire
3. daca a,;, = 0 atunci
3.1. scrie ‘Sistemul nu are solutie unica’
3.2. iegire
// Determinam x,, aplicind formula (4)
4. Ann+1 < an,n—i—l/ann
//Determinam x;,n — 1 >4 > 1, aplicand formulele (5)
5. pentrui=n—1,n—2,...,1 executa
5.1.5+0



5.2. pentru j =i+ 1,7+ 2,...,n executa
5.2.1. 5« S+ Qi+ Ajn+l
5.3. Ajn41 < (ai,nﬂ — S)/a“
6. pentru i =1, 2,...,n executa
6.1. scrie 'x; =/, ajpnt1

Observatie: Daca pivotul agr = 0, in locul instructiunii 2.2. se pune urmatorul bloc de instructiuni
pentru lin =k + 1,k +2,...,n cautd ayp i # 0
schimba intre ele liniile lin si k:

2.2. altfel
2.2.1. lin < k
2.2.2. repeta
2.2.2.1. lin+lin+1
pana cand ayp r # 0 sau lin > n
2.2.3. daca lin > n atunci
2.2.3.1. scrie ‘Sistemul nu are solutie unica’
2.2.3.2. 1esire
2.2.4. pentru j =k, k+1,...,n+ 1 executa
2.2.4.1. aux < ai;j
2.2.4.2. QA5 < Qlin,j
2.2.4.3. aip,j < aux

Exemplul 1. Rezolvati urmatorul sistem cu ajutorul metodei de eliminare Gaussiana

T1+2x9+4x3 =17
201+ 32+ 2x3 =6
—x1 — T2 + 223 = 0.

Solutie: Matricea corespunzatoare sistemului gi termenul liber sunt

1 2 4 7
A= 2 3 1], b=|6
-1 -1 2 0

Matricea extinsa corespunzatoare sistemului este

2 4|7
AV = A= 2 3 1] 6
-1 -1 2|0

Pasul 1. Pentru a obtine matricea A alegem agll) =1 # 0 pivot. P&strim linia 1 din matricea A1),
In prima coloani, sub pivotul agll) = 1, elementele vor fi nule, iar restul elementelor se calculeaza cu

"regula dreptunghiului” :

W, 0 _ W, 0 O O C N ) B

2 A7 Aoy — Gy - G 1-3—2-2 2 Ai1 - Ayq — Ay - G
a§2) _ Dy "9 . 21 “ %2 _ - =1, aé3) I VR F 5 21 " 413 : 7,
1 . @ u @D (1 (1) u @ . @
(2) _ iy "Gyq — a9 ~ajy 1-6-2-7 —_g (2) _ ajy "Gz —agy ~ajp 1 (=1)—(-1)-2 —1
Aoy = ) = =0, a3y = 0 = =1
ajy 1 11 !



1 1 1 1 1 1 1 1
@ _ay -ay —af) al) _12-(D4 0 o ai) ey ey ap) 10— (-1)-7 _
(33 = 0 = 1 =6, az/ = = 1 =T.
aqq a1y

Obtinem matricea

1 2 4 7
A® = | 0 7| -8
0 1 6 7
Pasul 2. Alegem a%) = —1 +# 0 pivot si pastrm liniile 1 si 2 din matricea A®). In coloana a doua,
sub pivotul ag) = —1, elementele vor fi nule, iar restul elementelor se calculeaza cu ”regula
dreptunghiului”:
2 2 2 2
B — agQ) ) CL:(33) — a§2) 'aéza) I U (=7) — 1
e (2) -1 ’
(2) (2)(122 (2 (2
B — %22 "G34 — U33 "G4 _ -1-7-1-(=8) — 1
34 (2) -1 '
A9

Obtinem matricea

1 2 4] 7
A® =0 -1 -7| -8
0 0 —1| —1

Sistemul corespunzitor matricei A®) este

T+ 209 +4x3 =17
—Xr9 — 7.%3 = -8
—xr3 = —1.

Sistemul de mai sus are aceeasi solutie cu sistemul initial, dar acest sistem are forma triunghiulara.
Solutia sistemului se determina direct prin substitutie inversa:

z3=—-1/(-1)=1
xy = (=8+7Tx3)/(-1) = (-8+7-1)/(-1) =1
a1 = (7T —4wg—2m3)/1 = (T—4-1-2-1)/1 =1

si prin urmare, solutia este

(x17x27x3)t = (17 17 1)t .

Exemple: Rezolvati urmaétoarele sisteme cu ajutorul metodei de eliminare Gaussiana

T+ 209 +3x3+ x4 =7 T, + 3xo — 203 — 4wy = —2
21 + 29 + 223+ 314 = 8 2x1 + 6x9 — Txg — 1024 = —6
201 —xo —4xz +4xy =1 —x1 — X2+ dx3+9x4 =9
201+ 23 —3x4 =0 —3x1 — 59 + 1524 = 13.

r+2y+42=17
a)q 2r4+3y+2=6 b)
—r—y+2z=0



3 Metoda Gauss, cu pivotare partiala la fiecare etapa, pentru
rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea Problemei: Consideram sistemul liniar

(7) A-xz=b,

unde A € R"*" este matricea sistemului (7) si b € R™ este termenul liber al sistemului (7).
Ne propunem sa determinam, daca este posibil, z € R™, unde x este solutia unica a sistemului (7).

Prezentarea Metodei:

= (ai]) 1<i<n unde a; n+l = bi, 1 <i<n.
1<] n+1

Metoda Gauss consta in prelucrarea matricei extinse (A |b) astfel incat in n — 1 pasi, matricea A
devine superior triunghiulara:

Consideram matricea extinsa (A |b)

aﬁ) agg) GYZA a(ﬂﬁ a&"gﬂ
0 afy o)y al) | agn
(8) : =AM unde AN = (A4]b).
0 0 av(’:i) n—1 agLnf)l,n CL?(In—)l,n—i-l
0 0 0 ‘155}7)1 “7(17?1)#1

(k)

Presupunand ca a,(clz) #0,1 <k <n—1, unde elementul a;,’ se numeste pivot, pentru a obtine
matricea (8) aplicam urmatorul algoritm

e primele k linii se copiaza;

e pe coloana ”k”, sub pivot, elementele vor fi nule;

e restul elementelor, sub linia ”k”, la dreapta coloanei ”k”, se vor calcula cu regula dreptunghiului:

linia k a\lv a
" Y S ) (B)
: : N a(l‘erl) _ kk “ij ik “kj
linia ¢ az(]]z) ......... az(;?) K agz)
coloana k coloana j

Prin urmare, pentru 1 < k < n — 1, obtinem urmatoarele formule:

(k)

k
NONEIAEN0
ij O
kk

1<i<k i<j<n+1
1<j<k j+1<i<n

k+1<i<n, k4+1<j<n+1.

Componentele solutiei sistemului (7) se obtin direct, prin substitutie inversa:

- nn—l—l/ann?

Y 40,

daca a



pentrut=n—1,n—-2,...,1

(11) zi= [t~ Nl a; | Jall).
j=i+1

In aceasts metoda, la fiecare pas k, pentru 1 <k <n — 1, se alege ca pivot elementul
agf?k, k <i; <n, cu proprietatea

(Z(k) = Imax
k| =

a:
k<i<n |tk

©).

Observatii:
1) Daca agf)k = 0, atunci sistemul (7) nu are solutie unica.

(k
i

2) Daca a )k # 0 si i # k atunci se permuti liniile & i i), in matricea A®*) dupa care se aplici

formulele (9) si, in final (10).

Algoritmul Pseudocod
1. citeste n, a5, 1 <i<n, 1 <j<n+1
2. pentru k =1,2,...,n — 1 executa
2.1. piv < |agg|
2.2. lin+ k
2.3. pentrut=k+ 1,k + 2,...,n executa
2.3.1. daca piv < |a;| atunci
2.3.1.1. piv < |a;]
2.3.1.2. lin < i
2.4. daca piv = 0 atunci
2.4.1. scrie ’Sistemul nu are solutie unica’
2.4.2. 1egire
2.5. daca lin # k atunci
2.5.1. pentru j =k, k+1,...,n+ 1 executa
2.5.1.1. aux < ag;
2.5.1.2. QAfj < Qlinj
2.5.1.3. ajpj < aux
2.6. pentrui=k+ 1,k + 2,...,n executa
2.6.1. a;; + aik/akk
2.6.2. pentru j =k + 1,k +2,...,n + 1 executa
2.6.2.1. Qij < Q5 — Qg * Ay
3. daca a,, = 0 atunci
3.1. scrie ’Sistemul nu are solutie unica’
3.2. iegire
4. Ann+1 < an,n—f—l/ann
5. pentrui=n—1,n—2,...,1 executa
51. 5«0
5.2. pentru j =i+ 1,7+ 2,...,n executa
5.2.1. 8 < S+ aij - ajnt1



5.3. aint1 < (Gipnt1 — 5)/ai
6. scrie 'z; =, ajpi1, 1 <1 <n.

Exemple: Folosind metoda lui Gauss cu pivotare partiala la fiecare etapa rezolvati urmaétoarele
siteme de ecuatii lineare

1+ 222+ 24 =3 2x1 + 22904+ 323+ 24 =06 %+ 3y — =4

a) T, +3x4 =4 b) 3r1 4+ 310 + 223 + 14 = 2 )l z—2tz=6
—2x1 4+ xo + 3x3 — 4y = —2 r1+x4=0 —r— 12+ 5z =10
209 —x3+ 314 =4 r1 +x9 + a3 =2 ’

4 Metoda Gauss, cu pivotare totala la fiecare etapa, pentru
rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea Problemei: Consideram sistemul liniar
(12) A-x=0b,

unde A € R™ " este matricea sistemului (12) si b € R" este termenul liber al sistemului (12).
Ne propunem sa determinam, daca este posibil, z € R™, unde z este solutia unica a sistemului (12).

Prezentarea Metodei:
Consideram matricea extinsa (A |b) = (asj) 1<i<n , unde a;p41 =b;, 1 <i < n.
1<j<n+1

Metoda Gauss consta in prelucrarea matricei extinse (A |b) astfel incat in n — 1 pasi matricea A
devine superior triunghiulara:

m ) (n) (n)

aj; Qg2 a1 pn—1 a1n a1 m+1
0 agg) agz_l a(QZ)l a;fn 11
(13) S [ =A™, unde A0 = (4.
0 0 a’gzn—)l,n—l a’I(In—)LTL a51n—)1,n+1
0 0 0 51”7)1 agf’r)l-‘rl

Presupunand ca a,(!z) #0,1 <k <n—1, unde elementul agz) se numegte pivot, pentru a obtine

matricea (13) aplicam urmatoarele formule

@

a; 1<i<k, i<j<n+1
(14) qBH) ) 0 1<j<k j+1<i<n
ij (%)
aff) — Mol kt1<i<n k+1<j<n+l.
a

kk

Componentele solutiei sistemului (12) se obtin direct, prin substitutie inversa:

(15) Ty = aﬁ{fiﬂ/aﬁ{;), daca aﬁ{}l) # 0,

10



pentrut=n—1,n—-2,...,1

(16) zi={al — > al x| Jal.
j=i+1

% La fiecare pas k se cauta acel elemet agf?jk, k<1 <n, k <jp <n, care are proprietatea

(k)

ikJk

a, = max al(f)‘ .

k<i<n
k<j<n

Observatii:

1) Daca az(’]:?jk =0, Yk < g, jr < n, atunci sistemul (2) nu are solutie unica.

2) Daca agf)jk # 0 gi i # k sau jp # k atunci se permuta liniile k si 7%, eventual apoi se permuta

coloanele k si jj in matricea A®), dupi care se aplicii formulele (14) si, in final (5).

3) Daca s-au realizat permutari de coloane, atunci acestea vor influenta obtinerea solutiei sistemului
(2). Astfel dupa aplicarea formulelor (15), se permuta componentele solutiei, corespunzator
permutarilor de coloane, de la ultima realizata pana la prima.

Algoritmul Pseudocod
1. citeste e, n, a;;, 1 <1 <n, 1 <j<n+1
2. npc <+ 0
3. pentru k =1,2,...,n — 1 executa
3.1. piv < |agg|
3.2. lin < k
3.3. col + k
3.4. pentru j =k, k+1,...,n executa
3.4.1. pentru i =k, k + 1,...,n executa
3.4.1.1. daca piv < |a;;| atunci
3.4.1.1.1. piv < |as;|
3.4.1.1.2. lin + 1
3.4.1.1.3. col + j
3.5. daca piv < £ atunci
3.5.1. scrie ’Sistemul nu are solutie unica’
3.5.2. 1egire
3.6. daca lin # k atunci
3.6.1. pentru j =k, k+1,...,n+ 1 executa
3.6.1.1. aux < ay;
3.6.1.2. agj < i,
3.6.1.3. ayp j < aux
3.7. daca col # k atunci
3.7.1. npc < npc+1
3.7.2. c[npc, 1] + k
3.7.3. ¢[npc, 2] <+ col
3.7.4. pentru ¢t = 1,2,...,n executa
3.7.4.1. aux < a;
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3.7.4.2. a; + Qs col
3.7.4.3. a;co < aux

3.8. pentrui =k + 1,k 4+ 2,...,n executa

3.8.1. a;i + aik/akk
3.82. pentru j =k + 1,k +2,...,n + 1 executa
3.8.2.1. Qij < Q5 — Qg * Ay
4. daca |any,| < € atunci
4.1. scrie ‘Sistemul nu are solufie unica’

4.2. iegire
5. Ann+1 < an,n—f—l/ann
6. pentrui=n—1,n—2,...,1 executa
6.1. 5+ 0

6.2. pentru j =i+ 1,7+ 2,...,n executa
6.2.1. S < S+ aij - ajpnt1
6.3. aint1 <+ (aine1 — S)/ay
7. daca npc # 0 atunci
7.1. pentru ¢ = npc,npc — 1,..., 1 executa
7.1.1. aux < acf;1]n41
7.1.2. aci1) 41 < Qi 2 nt1
7.1.3. acfig)ny1 ¢ aux
8. scrie 'z, =/, ajpy1, 1 <i < n.

Exercitii: Folosind metoda lui Gauss cu pivotare totala la fiecare etapa rezolvati urmatoarele
sitemele de ecuatii lineare

T1+x9+3r3—24 =9 1 — 2w9 + 33 — 4wy = 4 Qx4+ 3y —z=4
a) 229 +x3 + 14 = —2 b) T2 — T3+ 24 =3 c) a:—2y+2—6
Ty + 23— 204 =06 T1 +3x2 —3r4 =1 —x—y12 +_5z—10
20y = —2 —Txo +3x3 + T4 = —3 Y -
Exemple

1. Folosind metoda lui Gauss cu pivotare partiala la fiecare etapa rezolvati urmatorul sistem

2x1 + 229 + 313 + 24 =6
3r1 4+ 310+ 223 + 14 = 2
1 +x4=0
T+ x0 + 23 =2

Solutie: Matricea extinsa corespunzataoare sistemului dat este

AW = (4]p) =

—_ =W N
= O W N
_ o N W
O = =
N O N

Ciutdm elementul cu valoarea cea mai mare in modul din coloana 1 a matricei A, i.e

] - e A} = o]

1 1
agR‘ ) ‘ai(ﬂ)

9 9

12



Schimb#m linia 1 cu linia 2 in AM gi obtinem

3] 3 2 1] 2
A(l)ngLg 2 2 3 1] 6
1 0010
1 1102

(1)

Alegem a;; = 3 # 0 pivot si pastram linia 1 din matricea AWM In prima coloans, sub pivot,
elementele vor fi nule iar restul elementelor se calculeaza cu ”regula dreptunghiului”:

1 1 1 1 1 1 1 1
ag) _ ‘151) aég)—a§1)~a§2) _3-2-2-3 —0 a%) _ agl)'ag?))_a;l)'ag?)) _3:3-2-2 5
1 1 agll) 1 1 ’ 1 1 a(ll) 1 1 ’ g
o — agl)'ag4)_aél)'ag4)_3'1_2'1_1 a(2)_a§1) ag5)—aé1) a§5)_3-6—2'2_E
Ayy = ) - 3 — 3 25 ) B 3 3
o oo te o o ool oo W
® — %1 932 — 931 - CL12_3‘0_1'3__1 a(2)_a11'a33_a31"113_3'0_1'2__2
32 = 0 - -7 4w T ® - -y
3 3 3
(1) (1)6111 1 1) ORI " 1) (1)
aéi):all'a34_a31'a14:3'1_1'1:2 z()>25)— ajy -ags —ag a4y 3-0-1-2 2
oD 3 3 oD 3 3
1 1 1 1 1 1 1 1
(2)_a§1) ‘1512)_“4(11) 52) _3‘1_1‘3_0 (2)_051)‘%(13) az(u) ag?)) _3-1-1-2 }
Ayy = ) - 3 -V Y3 T (1) N 3 3
W omw o ool w W
aﬁ):an agf —ay "4 _3-0-1-1 1 afé):a“ Gy —ag ajy _ 3-2-1- 27§
oV 1 3 oD 3 3
Prin urmare, obtinem matricea
3 3 2 1 2
1 14
@_|10 0 35 3| 3
S R
00 3 -3 3

Cautam elementul cu valoarea maxima in modul
@ |, @ _
slagy | ¢ = |agy | = —1].

Schimbém linia 2 cu linia 3 in A®) si obtinem

ANE
max |a; = max a a
25i§4‘ 2 ‘ {‘ 22 32

3 3 2 1 2
1 -2 2 _2
A(2) L2<;>L3 8 01 §3 i ﬁ
i %
00 3 —3] 3
Observam ca pe coloana 2 sub pivotul ag) = —1 toate elementle sunt nule si astfel
AB) — A(2)
Cautam
max |a\d| = max{ a a(g) }— o] = 5
352y 3 33 3|7 [“33] 7 3]
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Aici nu sunt necesare schimbari de linii, deoarece elementul cu valoarea cea mai mare in modul este
pe pozitia 3 x 3.

Alegem ag?é) = % pivot si pastram liniile 1, 2 si 3 neschimbate din A®). In coloana 3, sub pivot,
elementele vor fi nule, iar restul elementelor se calculeaza cu "regula dreptunghiului”:
CIC) @, B 5. (_l) _ 1.1 9

oW — %33 "Qaq — Qa3 "934 _ 3 3) " 3'3 _ _“
Aqq a(3) 5 5’
33 3
3 (3 3) (3 5.4 _ 1 14
(4)_“:(33) “515)_%(13) a:(35)_§'§_§'§_2
a45 — — — .
a3 5 5
33 3
Obtinem
3 3 2 1 2
0 —1 -2 2 _2
AW = 0 0 501 1
303, 3
0 0 0 -3 £

Sistemul corespunzitor matricei A®) este

3$1+3$2+2$3+1‘4:1

2
$2—3$3+ ZC4=—§
4
gl’g—l- 304 = 3
—2. _Z
544 = §-

Solutia sistemului se obtine direct prin substitutie inversa:

si=3 (-3 = -1
n=lle -4

5
vy = (=3~ 3ws + 3a9)/(1) = (-3 3 (1) +3-8)/(~1) = 2

1= (2—m4— 223 —322)/3=(2—-(-1)—2-3-3-(-2))/3=1,
si prin urmare, solutia este
T1 1
T2 i —2
T3 - 3
Ty —1

Exemplul 2. a) Folosind metoda lui Gauss cu pivotare totala la fiecare etapa rezolvati urmatoarele
siteme de ecuatii lineare

—2x1+23=1

1 +4x9 + 24 = —3
233‘1 — 333‘4 =-3
—2x1 + 23+ x4 = 2.

b) Determinati valoarea determinantului matricei A, corespunzatoare sistemului de mai sus.
Sol: a) Matricea extinsa corespunzatoare sistemului

-2 01 O 1

1) _ 7 _ 1 4 0 1 -3
4 4 2 00 -3 -3
-2 01 1 2
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Cautam elementul cu proprietatea

’piv(l) = max agjl.)‘ = ‘agl)‘ =4.

1<i,j<4
Pivotul piv(® va fi a%) =4,

Prima oara schimbam linia 1 cu linia 2 (si am observat ca acest lucru nu modifica solutia sistemului),
apoi schimbam coloana 1 cu coloana 2 in AWM dar acest lucru inseamni schimbarea lui 1 cu zo, deci
acest lucru va trebui reamintit la sfargit! Obtinem matricea

1 40 1| -3 1 0o 1| -3

A(l) L13L2 -2 0 1 0 1 0 -2 1 0 1
B 2 00 -3 -3 N 0 2 0 -3| -3

-2 01 1| 2 0 -2 1 1 | 2

Alegem agll) = 4 # 0 pivot si observam ca

AR — A

Cautam elementul cu proprietatea

‘pz’v(z) = 222;§4 a,(?)‘ = ‘aéi)‘ =|-=3

Schimb#m linia 2 cu linia 3 si coloana 2 cu coloana 4 in A®)| si obtinem

4 1 0 1 4 1 0 1 -3
4@ LaoLa | 02 0 =3 | -3 0 0 2 | -3
N 0 -2 1 0 1 - 0 0 1 -2 1
0 -2 1 1 2 o 1 1 =2 2
Alegem aézz) = —3 £ 0 pivot si pastram liniile 1 si 2 din A®). In a doua coloani, sub pivot elementele

vor fi zero, iar restul elementelor se determina cu ”regula dreptunghiului”. Obtinem matricea:

4 1 0 1 | -3
0 -30 2 | -3
0 0 1 -2/ 1
0 0 1 —3] 1

AB) —

Cautam elementul cu proprietatea

L (3)] — G|, B _
i - g o] o2 - .
Schimbam coloana 3 cu coloana 4 in A®) gi obtinem
4 1 1 0] -3
e 03 2 0| -3
0 0 1| 1
0 0 -3 1 1
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Alegem ag;) = —2 # 0 pivot si ofinem

41 1 0] -3
@w_|0o -3 2 0| -3
A 00 -2 1| 1

1 1

o0 o 1| %

Deducem solutia intermediara

$4:1
.TgZO
x2:1
5131:*1,

si schimbam componentele in urmatoarea ordine

componenta 3 <+ componenta 4 (since C3 <> Cy)
componenta 2 <+ componenta 4 (since Cy <> Cy)
componenta 1 <+ componenta 2 (since C; < C2).

Mai precis, avem ca

561:—1 .%'1:—1 .1‘1:—1 1'1:0
T = 1 Cg(z—)>C4 9 — 1 CQ<:—>>C4 Tro — 0 C1<:—)>CQ Tro — -1
ZC3:O J}3:1 .1‘3:1 1'3:1
1’4:1 (E4:O .734:1 334:1.

Deci, solutia sistemului este

1'1:0
Igz—l
1‘3:1
x4 = 1.

b) det(A) = (~1)2F3al} -a%y - aly -al) = —4-(=3) - (-2) -]

Wl
I
|
oo

5 Factorizarea LR Doolittle a matricelor aplicata la rezolvarea
sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea Problemei: Consideram sistemul liniar
(17) A-xz =0,

unde A € R™ " este matricea sistemului (17) si b € R" este termenul liber al sistemului (17).
Ne propunem si determinam, daca este posibil, 2 € R", unde x este solutia unica a sistemului (17).

Prezentarea Metodei:
Metoda facotrizarii LR Doolittle constd in descomunerea matricei A in forma

A=L-R,unde
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1 0 ... 0 r11 Ti2 .. T1n

I_ loy 1 .. 0 -matrice inferior _ 0 7 .. 7T -matrice superior
N Do o triunghiulari; N oo triunghiulara.
lnl lng 1 0 0 oo Tpn
Elementele matricelor L si R se determina aplicand urmatoarele formule
(r1; = ayj, 1<7<n
li1 = a1/, 2<i<n
k—1
(18) Tkaakj—zlkh'mj, 2<k<n, k<j<n
h=1
k—1
lik:<aik_zlih'rhk>/rkk7 2<k<n, k+l<i<n.
\ h=1
Observatii:

1) Orice matrice A nesingulara admite o factorizare LR, eventual dupa permutari convenabile ale
liniilor.

2) Ordinea in care sunt calculate elementele matricelor L si R, in formulele (18), este: prima linie
din R, prima coloana din L, a doua linie din R, a doua coloana din L, etc.
Aplicand metoda Doolittle (formulele (18)) matricei sistemului (17), obtinem

A z=b<L-R-x=0.
—~—~
=y

Pentru determinarea solutiei x se rezolva succesiv sistemele
L-y=0b
R-z=y.
Componentele solutiei intermediare sistemului inferior triunghiular L - y = b se obtin prin substitutie
directa:
Y1 = b17

~1
19 S .
(19) yi = b; — E Lik ~Yg, 1=2,3,...,n.
k=1

Sistemul superior triunghiular R - x = y se rezolva prin substitutie inversa:

Tn = yn/rnna

n
(20) T; = <yi— Z rik-xk> [Tii, i=n—1n—2..,1.

k=i+1

Algoritmul Pseudocod
1. citeste n, a5, 1 <i<n, 1 <j<n+1
2. daca a1; = 0 atunci
2.1. 1+ 1
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2.2. repeta
221, i+11+1
pana cand a;; Z0Osaui >n
2.3. daca i > n atunci
2.3.1. scrie ’Sistemul nu are solutie unica’
2.3.2. iegire
2.4. pentru j = 1,2,...,n + 1 executa
2.4.1. aux < ay;
2.4.2. aij < Qij
2.4.3. ajj < aur
3. pentru i = 2,3, ...,n executa
3.1. ;1 < aﬂ/an
4. pentru k = 2,3, ...,n executa
4.1. 9+ k
4.2. repeta
4.2.1. 5+ 0; piv<+0
4.2.2. pentru h =1,2,..., k — 1 executa
4.22.1. S+ S+ a;n - apg
4.2.3. piv < aj — S
4.24. i+ 1+1
pana cand piv # 0 saui > n
4.3. daca piv = 0 atunci
4.3.1. scrie 'Sistemul nu are solutie unicd’
4.3.2. iegire
4.4. daca i # k + 1 atunci
4.4.1. pentru j =1,2,...n + 1 executa
4.4.1.1. aur < ag;
4.4.1.2. Akj < Qi—1,5
4.4.13. aj_1j+ aur
4.5. pentru j =k, k + 1, ...,n executa
451. 5+ 0
4.5.2. pentru h =1,2,..., k — 1 executa
4.521. S+ S+ app- Qhj
4.5.3. QAfj < Qkj — S
4.6. pentrut =k+ 1,k + 2,...,n executa
4.6.1. S+ 0
4.6.2. pentru h =1,2, ...,k — 1 executa
4.6.2.1. S+ S+ a;n - ang
4.6.3. a;i + (aik — S)/akk
5. pentru i = 2,3, ...,n executa
51. 5+0
5.2. pentru k =1,2,...,7 — 1 executa
5.2.1. 5 < S+ aik - Ak nt1
9.3. Qi n4+1 € Ajnt+l — S
6. Apn+1 < an,n—l—l/ann
7. pentrui=n—1,n—2,...,1 executa
71. 5«0
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7.2. pentru j =¢+ 1,7+ 2,...,n executa
7.2.1. 5+ S+ Qij * Qjn+1
7.3. @int1 < (@in+1 — 5)/aii
8. pentru i =1, 2,...,n executa
8.1. scrie /$i :/, Ain+1-
Exercitiu: Sa se completeze algoritmul de mai sus astfel incat sa se afiseze matricele L si R ce
constituie factorizarea lui A, precum si permutarile de linii efectuate (daca este cazul).

Examplu: Rezolvati urmatorul sistem cu ajutorul metodei de factorizare LR
—x1 + 2z + 33 = —8

r1 — 2.1‘2 — T3 = 4
—2x1 + 629 + 623 = —14.

Proof. Matricea extinsa este

-1 2 3 -8
A= 1 -2 -1| 4
-2 6 6 —14
Verificim daca determinantii din colf ai matricei A sunt nenuli.
Ay =—-1#0,
-1 2
Ay = 1 9 |= 0.

Deoarece determinantul Ag = 0, interschimbam linia 2 cu linia 3 Tn matricea extinsd A, si obtinem

-1 2 3 -8
AREl | 90 6 6 | —14
1 -2 -1 4
Avem
A =—-1+#0,
-1 2
T & TE
-1 2 3
Ag=det(A)=| -2 6 6 |=—-4#0
1 -2 -1
-1 2 3
Deoarece Ay, As, Ag # 0, matricea A = -2 6 6 admite o factorizare LR. Mai precis,
1 -2 -1

cautam doua matrice

1 0 0 11 Ti12 T13
L=|1lya 1 0 si R= 0 reg 123 |,
l31 l32 1 0 0 33

astfel incat L - R = A.

In continuare, cand Inmultim linia ¢ din matricea L cu coloana j din matricea R, vom nota L;(L) X

Cj(R).

19



Determinam elementele primei linii din matricea R:
Ll(L) X Cl(R) =ri1=ay; = —1.

Ll(L) X CQ(R) = rio = ajz = 2.

Ll(L) X C3(R) = 713 = a13 = 3.

Determinam elementele primei coloane din matricea L:

Lo(L) x C1(R) = lotri1 = agy = Iy = @ = =2 =2,
L3(L) x C1(R) = lairi1 = agy = lgy = &L = L = 1.

Determinam elementele celei de-a doua linii din matricea R:
LQ(L) X CZ(R) = 1217'12 “+ T92 = Q92 = 192 = G99 — l217’12 =6—2-2=2.
Lo(L) x C3(R) = la17m13 + 123 = a3 = 193 = ag3 — lo1iri3 =6 —2-3 = 0.

Determinam elementele celei de-a doua coloane din matricea L:

Lg(L) X CQ(R) = I31712 + l39799 = a39 = l39 = (a32 — l317“12) /7“22 = (—2 — (—1) . 2) /2 = 0.
Determinam elementele liniei 3 din matricea R:

Lg(L) X Cg(R) = l317“13 —l— l32’f’23 —|— 33 = ass = 733 — a33 — l317"13 — l32’l“23 = —1 — (—1) . 3 — 0 . 0 = 2.

Deci,
1 00 -1 2 3
L= 2 10 R = 0 2 0
-1 0 1 0 0 2

Sistemul nostru Az = b este echivalent cu
L-R-z=hb.

Dacad notdm R -z = y, unde y € R3, pentru a gisi solutia z € R3, trebuie si rezolvidm urméatoarele
doua sisteme triunghiulare :

(S1)L -y =b,

(S2)R -z =y.

Sistemul inferior triunghiular (S1) este echivalent cu

1 00 i -8
2 10 v | = —-14
-1 0 1 Ys 4

Observim ci termenul liber b este ales din matricea extinsa A in care s-au interschimbat linii. Solutia
y se obtine prin substitutie directa

y1=—8

Yo =—14—=2y; =2
ys=4+y — Oy = —4.

Sistemul superior triunghiular (S2) este echivalent cu

-1 2 3 1 -8
0 20 T | = 2
0 0 2 3 —4
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Solutia x se obtine prin substitutie inversa

Ty =—4/2 =2
1'2:(2—0'1'3)/2:1
I = (—8 — 3.733 — 23}2)/(—1) =4.

Deci,
T 4
xI9 = 1 O
T3 —2

Exemple: Folosind metoda factorizarii LR Doolitle rezolvati urmatoarele sisteme

20 +2y+32=1 T2+ T3+ T4 Ty + 22 + 33 + 14 = 3

. T1+x2+3r3—24 =9 3$1+3w2+%$3+$4:%
@) ix_+_:3y+z =-29) 1+ 23 —224 =06 ) r1+z4=1
o —5x3 — Try = —8 21+ x9+123=0

6 Factorizarea LR pentru matrice tridiagonale cu aplicare la
rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Prezentarea Problemei: Consideram sistemul liniar

(21) A-x=t,
aj bl 0 0 0 0
Cc1 a2 b2 0 0 0
0 ¢ ag by .. 0 0
unde A = ) . . . ) ) este o matrice tridiagonala si t € R™ este termenul
0O 0 0 0 .. ap-1 by
0 0 0 0 .. cp1 an

liber al sistemului (21).
Ne propunem sa determinam, daca este posibil, z € R™, unde x este solutia unica a sistemului (21).

Prezentarea Metodei:
Cautam doua matrice

r S1 0 0 0
1 0 0. 0 0 -matrice inferior
0 o S92 0 ces 0
b oY triunghiulard, 0 0 r3 s3 0 matrice superior
L= 0 I 1 0 0 cu elementele de pe R = . . . . P o
. . C o triunghiulara,
oo : diagonala principala T :
000 0 o lpy 1 egale cu 1 000 0 sn
0O 0 0 o0 Tn

cu proprietatea A = L - R. Pentru a determina elementele matricelor L si R aplicam urmatoarele
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formule

T = ar,
22 (2 (3 _‘_
( ) li:Ci/TZ', 1§2§n—1
Tit1 = aiy1 — l; - 8, 1<i<n—-1

Sistemul (21) este echivalent cu

L-R-x=t.
~—~
=y

Pentru determinarea solutiei x se rezolva succesiv sistemele

L-y=t
R-xz=y.

Avem urmatoarele formule

(23) { b1 =1,

yi:ti_li—l “Yi-1, 7::2737"'777“
respectiv

(24) { T = Yn/Tn,

i = (Yi — 8i-xip1) /1, i=n—1n-2.,1

Algoritmul Pseudocod
1. citesten, a;, 1 <1 <n, b, 1 <i<n—1,¢,1<i<n—-1,%,1<i<n
2. pentrui=1,2,...,n — 1 executa
2.1. daca a; = 0 atunci
2.1.1. scrie ’Sistemul nu are solutie unica deoarece avem elementul
diagonal nul in linia’, @
2.1.2. 1egire
2.2. ¢ + cl-/ai
2.3. Qi1 < Qi1 — bi - Cj
3. pentru i = 2,3, ...,n executa
31t t; —ci—1-ti—1
4. daca a, = 0 atunci
4.1. scrie ’Sist. nu are solufie unica deoarece avem elementul diagonal nul in linia’, n
4.2. iegire
5. ty « tn/an
6. pentrui=n—1,n—2,...,1 executa
6.1. t; + (ti — bi . ti+1) /ai
7. scrie 'z; =, t;, 1 <1 < n.

Exemple: Folosind factorizarea LR rezolvati urmatoarele sisteme tridiagonale

—2r1+ 310 =1 —2x1 + %:UQ = —%
a) 5r1 4+ 310 —x3 =17 b) gml —2x9 + %xg = _T16
—r2+13=0. %IIJ‘Q—QIﬂg:—E
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a) Sol: Matricea asociata sistemului este

-2 3 0
A= 5 3 -1
0 -1 1

Observam ca A este o matrice tridiagonala.

Verificam daca minorii principali ai matricei A sunt nenuli

Ay =-2+#0,
-2 3
Ag_‘ - 3‘_—21;&0,
-2 3 0
As=det(A)=| 5 3 —1|=-19£0.
0 -1 1

1 0 O T S1 0
L= ll 1 0 §1 R = 0 ro S9 s
0 ZQ 1 0 0 T3

astfel incat L - R = A.
Pastram cele trei diagonale cu elemente nenule din matricea A in trei vectori:
a = (a17a27a3) = (_27371)7 b= (b17b2) == (37_1)7 c= <61702) - (57_1)7

unde a este diagonala principala, b este diagonala de deasupra lui a, si ¢ este diagonala de sub a.
Aplicam formulele (22) pentru n = 3 pentru a determina

l: (l17l2)> r= (7"1,7“2,7"3), S = (51782);
i apoi gasim matricele L gi R. Avem ca
r = —2,

si cum s; = b;, pentru 1 < ¢ < 2 obtinem

s=(3,-1).
Apoi,
c1 5 5 5 21
L= T 50 2= a2 =S ( 2) 5
e 2 B B 2 19
12_7‘2_ 57 3= a3 losg =1 ( 21) ( 1)—21.
Avem ca

) 2 21 19
[ = T 50 o1 |0 r= _27777 )
27 21 221
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1 0 0 -2 3 0
L=|(-3 10 ], R=| 0 2 -1
0 —% 1 0o o ¥
1
Deoarce A = LR, rezolvand sistemul scris in forma matriceald, Ax =t, undet = | 7 |, este
0

echivalent cu a rezolva L(Rzx) = t. Notam Rx = y si vom avea de rezolvat doua sisteme triunghiulare:

Ly =t,
Rz =y.
Ecuatia matriceala Ly =t este
1 00 Y1 1
3 10 v | =7 |,
0 —57 1 Y3 0

= 17
Sty =T
—st2+ys =0,

1

Introducem y; = 1 in a doua ecuatie a sitemului si obtinem gy = 79. Introducem yo, =

. . .. . 19 .
ecuatie a sitemului si obtinem y3 = 57. Deci,
1
_ 19
b¥y=1 =2
10
21
Ecuatia Rx = y este
-2 3 0 1 1
21 _ | 19
T A il A
0 0 51 T3 51
Obtinem
—2x1 4 3x9 =1,
19
RS
21%3 = oD

% n a treia

Din ultima ecuatie a sistemului gasim, x3 = 1. Introducem z3 = 1 in a doua ecuatie a sitemului si
obtinem zo = 1. Introducem xo = 1 i 3 = 1 In a prima ecuatie a sitemului si obtinem z; = 1. Prin

urmare, solutia sitemului este:

1
T = 1
1
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7 Condensarea pivotala pentru calculul determinantilor (Metoda
lui Chio)

Prezentarea Problemei: Consideram matricea A = (a;;)1<i,j<n € R™*" si ne propunem sa
calculam det(A).

Prezentarea Metodei: Aplicam formula

a1 a2 a1 a3 ail  Qin
G21 @22 G21  a23 G21  Q2n
o5 det(A a1 a2 a1 a ail  ain
e = e
(25) (4) a?;2 as1  as2 as1 ass asr  asn ’
n
a1 a2 ailr a3 ann a1
anl  Qn2 anl  Qn3 anl  Onn

unde a1; # 0, si In continuare se reia formula (25) pentru n — 1,n — 2,... pana cand se obtine un
determinant de ordin 2.

Observatii:

1.Dacé a11 = 0 si existd 2 < i < n pentru care a;; # 0, atunci se permuta in A liniile @ §i ¢, iar
det(A) isi schimba semnul.

2. Daca a;; =0, V2 < i < n, avem a;; = 0, atunci det(A) = 0.

Algoritmul Pseudocod
1. citeste n, a;5, 1 <i,7 <n
2. det + 1
3. repeta
3.1. daca a1 = 0 atunci
3.1.1.i+ 2
3.1.2. cat timp (i < n) si (a;1 = 0) executa
3.121. i+ 11+1
3.1.3. daca ¢ > n atunci
3.1.3.1. scrie 'det(A) =0’
3.1.3.2. 1egire
3.1.4. pentru j = 1,2, ...,n executa
3.1.4.1. auxw < ay;
3.1.4.2. a1 < Q5
3.1.4.3. a;j < aux
3.1.5. det < —det

3.2. pentrui =1,2,...,n — 2 executa // calculam produsul valorilor arfo
3.2.1. det < det - a1
3.3. pentru i = 2,3,...,n executa // aplicam a;j < ZH le ,2<4,5<n
il Qij

3.3.1. pentru j = 2,3, ...,n executa
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3.3.1.1. Qi <= Q35 - A11 — Q41 * Q15
34.n+n-—1
3.5. pentru ¢ = 1,2, ..., n executa
3.5.1. pentru j = 1,2, ...,n executa
3.5.1.1. Qi <= Qi41,5+1
pana cand (n = 1)
4. det <+ ay1/det
5. scrie 'det(A) =/, det.
Examplu: Calculati determinantii urmatoarelor matrice utilizand metoda Chio:

21 0 1 0 -2 1 0
6 3 2 —1 5 1 -1 3
A= 19 1 o |+ PB=l,4 5 o ;5
11 -2 3 6 1 -3 —1

Proof. a) Aplicam formula (25) pentru calculul determinantului matricei A de ordin n.

2 1 2 0 2 1
6 3 ‘62”6—1’
2 1 0 1
63 2 -1 1 1 2 0 2 1
det =11 5 1 o |Tam2||1 2 ‘1 ‘ ‘1 0‘
11 -2 3
1 0 1
11‘1-2“1‘
o4 -8
=213 2 -1
Y1 -1 s

Aplicand formula (25) am redus problema la a calcula un determinat de ordin 3, in locul unui deter-
minat de ordin 4. Observam ca elementul a1; din determinantul de ordin 3 este 0, astfel vom schimba
primele doua linii ale determinatului. Prin urmare,

32 1
det(4) = —| 0 4 -8
1 -4 5
Aplicam din nou formula (25):
3 2 3 -1
. 0 4 0 —8
43 3 2| |3 -1
1 -4 1 5
— 1
12 24
12 =12.
—-14 16
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b) Deoarece primul element al matricei B este bj; = 0, vom schimba primele doua linii ale determi-
natului gi vom schimba gi semnul determinantului, apoi aplicam formula (25) pentru n = 4:

5 1 5 —1 5 3
0 —2 0 1 0 0
5 1 -1 3
0 -2 1 0 ~1 5 1 5 —1 5 3
det(B) =~ 4 2 5 | 5i2 ‘ 4 2 ‘ 4 2 ‘ 4 5 '
6 1 -3 —1
5 1 5 —1 5 3
6 1 6 —3 6 —1
-1 5 0
=55 6 14 13
-1 -9 -—23
Aplicam din nou formula (25) si obtinem
' -10 5 ‘ ‘ -10 0 ‘
) . . 6 14 6 13
¢ =95 (10032
25 (-10) “10 5 | [ =10 0
~1 -9 -1 -23
_ 1| -170 —130 | _ —39100+12350 _ ..
T 250 95 230 | 250 N ‘

Exemple: Calculati determinantii urmatoarelor matrice

00 1 1 2 Lu e 41 3 1
02 0 1 63 2 10 15 4 1
A=lo1 1 3 |+ B7 1? ; g 8’ “=111 10 6
2 1 -2 -1 00 0 10 01 1 10

8 Metoda Jacobi pentru rezolvarea iterativa a sistemelor de
ecuatii liniare

Prezentarea Problemei: Consideram sistemul liniar

(26) A-x =0,
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unde A = (a;j)1<ij<n € My, este matricea sistemului (26) si b = (b;j)1<i<n € R" este termenul liber
al sistemului (26).
Ne propunem si aproximam z € R™ solutia unica a sistemului (26) cu o precizie data e.

Prezentarea Metodei: Pentru 2(?) € R” aproximatia initiali a solutiei sitemului (26), ales arbitrar
(de exemplu vectorul nul), calculam

n
mz(.kﬂ) =1b;— Zaij:n;k) /aii, 1<i<n, k>0,
i

pana cand este indeplinita conditia

max

€T
1<i<n | * -7

(k+1) x(ﬁ)‘ <e

unde ¢ reprezinti precizia cu care dorim s& obtinem solutia sistemului. Atunci z « z*+1.
Definitie: Matricea A este dominant diagonala pe linii daca

n
|aii| > Z la;j|  pentru orice 1< i <n.
=

Matricea A este dominant diagonala pe coloane daca

n

lajj| > Z la;j|  pentru orice 1 < j <n.
=1
i

Observatie: O conditie suficienta pentru obtinerea solutiei sitemului (26), cu precizia ¢, este ca
matricea A si fie strict dominant diagonald pe linii sau coloane.

Algoritmul Pseudocod
1. citeste n, a;5, 1 <¢,5 <mn, b;, 1 <i<n, e, itmaz, z;, 1 <i<n
2.4t +0
3. repeta
3.1. mazx <0
3.2. pentru i = 1,2,...,n executa
3.21.5+0
3.2.2. pentru j = 1,2, ...,n executa
3.2.2.1. daca j # ¢ atunci
3.221.1. S+ S+ Q5 * Tj
3.2.3. Yi < (bl — S)/a“
3.2.4. daca maz < |y; — x;| atunci
3.2.4.1. max < |y; — x|
3.3. pentru i = 1,2, ..., n executa
34. it —it+1
pana cand (max < ¢) sau (it > itmax)
4. daca it > itmax atunci
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4.1. scrie ’Nu se poate obtine solutia in’, itmax, ’iteratii, cu precizia’, €
4.2. iegire
5. scrie (’Solutia obtinuta in ’it, “itertii cu precizia’e, ‘este’, x;, 1 <i < n)

Observatii:

1. 4t este o variabila ce numara iteratiile; ea nu poate depasi valoare itmax care reprezinta numarul
maxim de iteratii in care dorim s& obtinem solutia (de exemplu itmaz = 100).

2. In vectorul z se stocheaza initial aproximtia initiala a solutiei, apoi iteratia veche, cea noua si
solutia finala.

3. In vectorul y se stocheaza iteratia noua.

Exemplul Utilizdnd metoda lui Jacobi, sa se determine solutia urmatorului sistem cu precizia
=102
51’1—31’2—$3:5
—2x1 +4r94+23=0
21’1 - 2172 - 5173 = -3.

Sol: Avem ca

5 -3 -1 5
A= —2 4 1 si b= 0
2 -2 -5 -3

Verificam daca matricea A este dominant diagonala pe linii:

|a11| =95 = |a11| > |a12| + |a13|
larz| +las| = = 3| +| - 1| =4

’a22’ :4

o] +Jaag) = | — 2]+ 1] =3 7 10l > laz T oz
|CL33| =5

= |az3| > |az1| + |a32|.

el o = 2 +1 =2 =4 J = sl > o+

Deci, matricea A este strict dominant diagonala pe linii si putem aplica metoda Jacobi. Observam
c& matricea A nu ete dominant diagonala pe coloane.

Scriem sistemul initial in forma echivalenta

1 = (54 3xe + x3)/5
Tr9 = (2:131 — 1‘3)/4
x3 = (=3 — 2x1 + 222)/(-5).

(0)
Ty 0
Alegem arbitrar z(0) = xgo) = | 0 | aproximatie initiala si consideram recurenta
20 0
3
xgkﬂ) =(b+ 3$ék) + x:(sk)) /5
xgkﬂ) = 2$gk) — xék)) /4
2 = (=3 - 20 + 2287) /(-5).
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Pentru k£ = 0 obtinem
2V = 5+3x§°)+x§°)) /5=(5+3-0+0)/5=1
o) = (20" — ) ja=(2-0-0) /=0
oV = (-3 - 220 + 2m§°)) J(=5) = (=3—2-0+2-0)/(=5) = 0.6.
Verificim conditia de oprire
(1) (1) (0)

T — .T(O) = max-< |T — X
% % - 1 1

$gl) . $éo)

Ao =) =

IR

) )

=max {|1—0[,]0—0[,/0.6 —0]} =1 > ¢ =0.01.
Pentru k£ = 1 obtinem
2 = (543828 +2{") /5= (5+3-04+06) /5= 1.12
o$? = (229 — xg)) /4=(2-1-0.6)/4=0.35
2P = (-3 — 22V + 2xg1>) /(=5) = (=3 -2-1+2-0)/(—5) = L.
Verificam conditia de oprire

d (;U(z) _ x(U) ~ max ’x§2) — 2 @ )

. (2) (1)
1<i<3 T n

Lo~ — Ty

= o { | o — o) =

= max {|1.12 — 1],]0.35 — 0|, |1 — 0.6|} = 0.4 > & = 0.01.
Pentru k£ = 2 obtinem
2P = (5+ 3289 + x§2)) /5=(5+3-0.35+1)/5=141
o) = (2282 - xg2>) J4=(2-112 1) /4 =0.31
2 = (=3 -2 + 23:(22)> /(=5) = (=3 —2-1.12+ 2 - 0.35) /(—5) = 0.908.
Verificim conditia de oprire
(3) (2)

ZEZ- —56,52)‘ :max{‘xgg) — I

) :Lég) _'I"éZ) )

A(e? =2¥) =

-1} -

= max {|1.41 — 1.12[,]0.31 — 0.35[,]0.908 — 1|} = 0.19 > £ = 0.01.

Aplicand rationamentul de mai sus gasim solutia cu precizia € = 0.01, la pasul 14

21 = 1.495639
2 = 0.503865
2§ = 1.004191.

z1
Obs: Solutia exacta a sistemului este | z2 | =

— NIl

T3

Exemple: Si se determine solutiile urmatoarelor sisteme cu preciziile ¢ = 1074, ¢ = 107°.

4x1 —x9 — 23 = 10 2x1 + x9 = —30

—221 + 4z — x4 = 10 nd ot dry + 3 = —132 0) Q_;Lxl_zmm_:x_zf ~30
—221 + dxs — x4 = 20 x9 + 4wy + x4 = —132 4:51 B 4332 _ 1%_
—239 — 243 + dzy = 0 23+ 224 = —30 2 37
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9 Metoda Seidel-(GGauss pentru rezolvarea iterativa a sistemelor de
ecuatii liniare

Prezentarea Problemei: Consideram sistemul liniar
(27) A-x =0,

unde A € M,, este matricea sistemului (27) si b € R™ este termenul liber al sistemului (27).
Ne propunem sa aproximam z € R™ solutia unica a sistemului (27) cu o precizie data e.

Prezentarea Metodei: Pentru 2(?) € R” aproximatia initiali a solutiei sitemului (27), ales arbitrar
(de exemplu vectorul nul), calculam

i—1 n
k+1 k+1 k .
:1:5 ) = bi—Zaijazg- )—Zaija:g-) /aii,lgzgn,kzo,
=1 j=i+1

pana cand este indeplinita conditia

k+1
max ‘.’L’E +1)
1<i<n

(k)
- .’IZ'Z» S £,
unde ¢ reprezintd precizia cu care dorim s& obtinem solutia sistemului. Atunci z = z*+1).
Observatie: O conditie suficienta pentru obtinerea solutiei sitemului (27), cu precizia €, este ca
matricea A s fie dominant diagonala pe linii sau coloane si strict dominant diagonala pe cel putin
una din linii sau coloane.

Exemplul Utilizand metoda Seidel -Gauss, sa se determine solutia urmatorului sistem cu precizia
e=10"2

5$1—3$2—$3:5
—2x1 + 429 + 23 =0
2:(}1 — 2.’1}2 — 5$3 = —-3.

Sol: Avem ca

5 -3 —1 5
A= -2 4 1 si b=[ 0
2 -2 -5 -3

Observam ca matricea A este strict dominant diagonala pe linii i deci, putem aplica metoda Seidel
Gauss.

Scriem sistemul initial in forma echivalenta

T = (5+3x2 +1‘3)/5
x9 = (221 — x3)/4
xr3 = (—3 —2x1 + 21‘2)/(—5).
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(0) 0
Alegem arbitrar 2(0) = xéo) = ( 0 ) aproximatie initiala si consideram recurenta
0

xgkﬂ) = 5+3£L’§ +x3 )/5
x§k+1) _ 2$§k+1 —:r3 )/4

x§k+1) —(—3_ 2x§k+1) + 2xék+1)> /(=5).
Pentru k = 0 obtinem

2V = (54 328 +x(0)>/5 (5+3-0+0)/5=
at) = (2087~ 2’} ja=(2-1-0) /4= 05
oV = (=3 — 22V + 29:(1)) J(=5) = (=3 —2-1+2-0.5) /(—5) = 0.8.

Verificam conditia de oprire

mgl) — xgo)‘ = max { ‘:L‘gl) — :L‘go)

ajgl) . xgo)

max
1<i<3

9 9

44}

= max {|1 — 0[,0.5—0],]0.8 = 0]} =1 > & = 0.01.

Pentru k£ = 1 obtinem

2 = 5+3x§”+x3”) /5= (543-0.5+0.8) /5= 1.46
2 = (228 —2f) 4= (2-1.46 - 0.8) /4 = 0.53
2P = (—3- 229 ¢ 2x§2>> J(=5) = (=3 —2-1.46 + 2 0.53) /(—5) = 0.972.

Verificam conditia de oprire

2 1 2 1 2 1
1%1%)(3 xg)—xg)’:max{‘xg)—xg) , ajg)—xg) ,

AR

= max {|1.46 — 1/, ]0.53 — 0.5],|0.972 — 0.8]} = 0.46 > & = 0.01.

Pentru k£ = 2 obtinem

2 = 5+3x(2)+az3 )/5_(5+3 0.53 + 0.972) /5 = 1.5124

2 = (22(Y - ) /4= (2-1.5124 — 0.972) /4 = 0.5132
2P = (-3 -2z ( ) + 2:(:(3)) /(=5) = (=3 —2-1.5124 + 2 - 0.5132) /(—5) = 0.99968.

Verificam conditia de oprire

3 2 3 2 3 2
gzagxs xl()—xg)’:max{‘:vg)—xg) , :cg)—x;) ,

-1} -

= max {|1.5124 — 1.46|,]0.5132 — 0.53|,0.99968 — 0.972|} = 0.0524 > & = 0.01.
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Pentru k£ = 3 obtinem

o = (54 320 + x§3)) /5= (5+3-0.5124 + 0.99968) /5 = 1.507856
2§V = (2209 — 2§ ) /4 = (2 1.507856 — 0.99968) /4 = 0.504008
2V = (-3 -2 4 2:::(4)) /(=5) = (=3 — 2 1.507856 + 2 - 0.504008) /(—5) = 1.001539.

Verificam conditia de oprire

1‘54) . Cng)

) )

ot} -

= max {|1.507856 — 1.5124|, |0.504008 — 0.5132], |1.001539 — 0.99968|} = 0.009192 < & = 0.01.

max ’131(4) - .’13,53)’ = max { ‘ZL‘YL) — 5(353)
1<:<3

Deci, solutia sistemului cu precizia ¢ = 1072 este

2 = 1.507856
<4) — 0.504008
g ) = 1.001539.

Exemple: Si se determine solutiile urmatoarelor sisteme cu preciziile ¢ = 1074, = 1077, = 10710

2x1 + 290 = =30
T, + 4x9 + 3 = —132
To +4x3 + x4 = —132
x3 + 2x4 = —30

10.%'1 — 4.%'2 — 5.%'3 = 10, 25
a){ 10zy — 3x3 = —22,75 b)
—2x1 — 3x9 + 10x3 = 40

—4x1 + 19 = —25
c){ 2x; —4xg —x3=-30
Azy — dzz = 10

Exercitiu: Bazandu-ne pe exemplul rezolvat, modificati algoritmul de la metoda lui Jacobi pentru
a-l transforma in Seidel-Gauss.

10 Metoda aproximatiilor succesive pentru rezolvarea numerica
iterativa a ecuatiilor neliniare

Prezentarea Problemei: Consideram ecuatia
(28) f(z) =0,
unde f : [a,b] = R, f € C'([a,b]). Ne propunem si aproximam solutia ecuatiei (28), z* € [a, b].

Prezentarea Metodei: Metoda aproximatiilor succesive consta in transformarea ecuatiei (28)
intr-o forma echivalenta

z = g(z).
Construim sirul de aproximatii succesive (2 )n>0, definit prin

(29) T+l = g(l“n), n > 07
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unde z( este aproximatia initiala a solutiei exacte x*.

Observatii 1. O conditie suficienta pentru asigurarea convergentei sirului (29) este aceea ca functia
g sa fie contractie pe intervalul [a, b].
2. Daca g este derivabila pe [a, b], atunci g este contractie daca si numai daca

ld(x)| <qg<1, Vxé€lab].
Criteriul de oprire:
|$n+1 - xn| <e=Tpp1 2 z*,

sau

|$n+1 - $n|

<e=rp =’
|Zn1] " 7

unde ¢ este precizia de calcul.

Algoritmul Pseudocod
1. citeste xg, €, ttmaz; declara g
2.1t +0
3. repeta
3.1. z1 + g(=0)
3.2. dlf — |33‘1 — 1‘0|
3.3. o ¢ 11
34. it it +1
pana cand (dif <€) sau (it > itmax)
4. daca it > itmax atunci
4.1. scrie ’Nu se poate obtine solutia in’, itmax, ’iteratii, cu precizia’, €
4.2. iegire
5. scrie (’Solutia obtinuta in ’,it, “itertii cu precizia’e, ‘este’; x1).

Observatie: In C, functia g(z) = ;+3

se declara astfel:

float g(float x)

{
return  4./sqrt(x+3);

}

Functii matematice | In C sau C++

VT sqrt (x)
Jx cbrt(x)
vx pow(x, 1./7)
e’ exp(x)
a® pow(a,x)
Inz log(x)

log, « = 22 log(x)/log(a)
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Exemplul 1. Folosind metoda aproximatiilor succesive sa se aproximeze radacina ecuatiei
r=VaTz
cu precizia e = 1072,
Solutie: Consideram functia
fxy=2—-Vr+2, x>0
Cautam a, b astfel incat f(a)f(b) < 0.
f(0)=-v2<0,
f1)=1-+v3<0,
f2)=2-Vi=2-V2>0.

Deci, radacina ecuatiei este in intervalul z* € [1,2].
Scriem ecuatia noastra in forma echivalenta
z = g(z),
unde g(z) = vz +2, z€[1,2].

Aratam ca functia g este contractie pe intervalul [1,2], adica |¢/(z)| < 1, pentru orice = € [1,2].
Avem ca

1 1
<
AYrF2° T 4112

deoarece functia ﬁ este descrescatoare pe intervalul [1,2]. Astfel functia g este contractie pe
VT

5 < 1, pentru orice z € [1,2],

/@) = [y 2

intervalul [1, 2].
Fie zg = 2 ales arbitrar din intervalul [1,2] si consideram recurenta
Tni1 = g(Tn) © Tni1 = VIn + 2, n > 0.
Pentru n = 0, avem ca
z1 = g(x0) = Vo + 2 = V4 = /2 = 1.414214.
Verificam conditia de oprire
x1 — xo| = (1.414214 — 2| = 0.585786 > ¢ = 0.01.
Pentru n = 1, avem ca
zo = g(x1) = Vo1 + 2 = V/3.414214 = 1.359323.
Verificam conditia de oprire

x92 — x1| = |1.359323 — 1.414214] = 0.054891 > ¢ = 0.01.
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Pentru n = 2, avem ca
x5 = g(x2) = V72 + 2 = V/3.359323 = 1.353826.
Verificim conditia de oprire
x3 — w2| = |1.353826 — 1.359323| = 0.005497 < ¢ = 0.01.
Deci
x3 = 1.353826,

aproximeaza radicina ecuatiei cu eroarea e = 1072,

Exemplul 2. Folosind metoda aproximatiilor succesive sa se aproximeze radacina ecuatiei
23 + 322 = 16,
cu precizia e = 8- 1073,
Solutie: Consideram functia
f(z)=2®+32>—-16, zeR.
Cautam a, b astfel incat f(a)f(b) < 0.
f(0)=-16 <0,

fl)=14+3-16=-12 <0,
f2)=234+3-22-16=4>0.
Deci, radacina ecuatiei este in intrvalul z* € [1, 2].
Scriem ecuatia noastra in forma echivalenta x = g(x). Avem ca

16 16

:U3+3:U2:16<:>x2(x+3):16<:>x+3:—2<:>x:—2—3<:>x:g(x),
x x
=g(z)
unde g(z) = ;—g —
Verificam daca functia g este contractie pe intervalul [1,2], adica |¢'(x)| < 1, pentru orice x € [1,2].
Avem ca
32 32
‘g'(m)| = ‘—xg > 2 > 1, pentru orice x € [1,2],

deoarece functia % este descrescatoare pe intervalul [1,2]. Astfel functia g nu este contractie pe
intervalul [1,2].
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In acest caz scriem ecuatia in forma echivalenta

x = h(z),
unde h(z) = g~!(z) este functia inverss a functiei g. Mai precis, scoatem x din partea dreapts a
ecuatiei
16 16 1 z? 16 5 4
= Sr=—-3& 3=— < =— & =z & =x & x=h
r=g(r) e = x + 23 16743 ¢ Jii3 reT (x),

unde h(z) = \/%T’ z € [1,2].

Verificam daca functia h = \/% =4(z + 3)7% este contractie pe intervalul [1,2], adica |b/(x)] < 1,
pentru orice z € [1,2]. Avem ca
2

W ()] = ‘4 (—é) (x+3)2| = Vs < \/%3

Astfel functia h este contractie pe intervalul [1,2].

< 1, pentru orice z € [1,2].

N

Fie g = 1 ales arbitrar din intervalul [1,2] si consideram recurenta

4

Tyl = h(zp) & Tpyr = Wt n > 0.
n
Pentru n = 0, avem ca
4 4
2.

x1 = h(xg) = = =
1= him) = === s
Verificim conditia de oprire

|x1—x0\ = ’2—1‘ =1>¢e=0.008.

Pentru n = 1, avem ca

x9 = h(x1) = i _ 1
PV T e 3 V2+3

Verificam conditia de oprire

= 1.788854.

wy — x1| = [1.788854 — 2| = 0.211146 > £ = 0.008.

Pentru n = 2, avem ca

h(zs) 1 4 1.827865
m = a’; = = = . .
3 27 Jia+3  \/1.788354 +3

Verificam conditia de oprire
x3 — x9| = |1.827865 — 1.788854| = 0.039011 > ¢ = 0.008.

Pentru n = 3, avem ca

4 4
T4 = h(ws) VT3 13  /1.827365 + 3
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Verificam conditia de oprire

x4 — x3] = |1.820465 — 1.827865| = 0.0074 < & = 0.008.

Deci
x4 = 1.820465,
aproximeaz radicina ecuatiei cu eroarea € = 8 - 1073,

Exemple: 1. Sa se aproximeze radicina pozitivd, supraunitars, cu eroarea ¢ = 10™4, folosind
metoda aproximatiilor succesive pentru ecuatia z3 4 422 — 10 = 0.
2. Sa se aproximeze radacina ecuatiei z = &/ + 2, cu eroarea £ = 1073,
3. Si se aproximeze radacina ecuatiei z = (z + 1)3, cu eroarea ¢ = 1072.
Sol: 1. z* = 1.3652; 2. z* = 3.353; 3. ¥ = —2.324.

11 Metoda Krylov pentru determinarea coeficientilor polinomului
caracteristic

Prezentarea Problemei: Fie A € R"*". Ne propunem si determinam coeficientii polinonului
caracteristic

paAN) = A"+ A E e e

Prezentarea Metodei:
1) Se alege arbitrar, y(©) € R™ nenul;
2) Calculam

Y

3) Rezolvam sistemul linear
(30) (y<n—1>y<n—2>_“yu)y(m) B B R (O

Observatii: i) Daci sistemul (30) nu are solutie unici, se alege alt 3(°) nenul si se reia algoritmul.
ii) Daca sistemul (30) are solutie unica, atunci componentele solutiei sitemului, ¢, ca, ...cp,, sunt
coeficientii polinomului caracteristic.

Algoritmul Pseudocod
1. citeste n, a;5, 1 <i,7 <n
2. citeste yipn, 1 <1i <n {reprezinta y), nenul}
// caleulim y™M,y @, y=D ] folosind y*) = A y+D 1<k <n
3. pentru j =n—1,n—2,...,1 executa

38



3.1. pentru i = 1,2, ..., n executa
3.1.2. pentru k = 1,2, ...,n executa
3.1.2.1. Yij < Yij T Qi - Yk, j+1
// calculam y™, folosind y™ = A -y si pastram —y™
4. pentru i =1,2,...,n executa
4.1. Yin+1 < 0
4.2, pentru k =1, 2,...,n executa
4.2.1. Yint1 < Yin+1 + Gik - Ykl
4.1, Yint1 & —VYint1

// rezolvam sistemul a carui matrice extinsd este (Yij) 1<i<n , folosind una din medodele studiate:
1<j<nt1

o Metoda lui Gauss cu pivotare partiald la fiecare pas
o Metoda lui Gauss cu pivotare totald la fiecare pas

e Factorizarea LR

Exemple: Utilizand metoda lui Krylov, determinati valorile si vectorii proprii corespunzatori
matricei

-5 0 0
A= 2 1 0
-1 2 =2

Este matricea A inversabila? Daca A este inversabila, detrminati-i inversa utilizand metoda lui
Krylov.

1 0
Solutie: Alegem arbitrar y® = | 0 | # | 0 | si considerim recurenta vectoriali
0 0

YD 40

Calculim y, @ si y®):

-5 0 0 1 -5
yW=4.40=1 2 1 0 o= 2 |.
-1 2 -2 0 ~1
-5 0 0 -5 25
y@=a4.4O=( 2 1 0 2 |=( -8 |,
-1 2 -2 -1 11
-5 0 0 25 125
y=a4y@=1 2 1 0 8 | = —42
-1 2 -2 11 63
Rezolvam sistemul linear
C1
<y<2>y<1>y(0)) e | = —y®,
c3
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care este echivalent cu

25 -5 1 c1 —125
(31) -8 2 0 co | = 42
1 -1 0 c3 —63
c1
Observam ca | co | este vectorul ce contine coeficientii polinomului caracteristic.
€3

Sistemul (31) se scrie in forma echivalenta

25¢1 — beg +¢c3 = —125 c1 =6
—8c1 + 2¢3 = 42 = co =3
1161 — Cy — —63 C3 = —10.
Polinomul caracteristic corespunzator matricei A este
paN) = N 4+ 1A% + e\ + 3 = X3+ 627 4 3\ — 10.
Pentru a determina valorile proprii, rezolvam ecuatia
paAN) =0 X +6X2+30—-10=0 A —-1)A+2)A+5)=0= X =1, Ay = =2, A\3 = —5.
Deoarece valorile proprii sunt numere reale si distincte, metoda Krylov ne permite sa calculam

vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii.

Pentru valoarea proprie Ay = 1, calculam

1(A) = /Z\)A—()/\\>1 = (A+2) (A +5) = A2+ 7A+10.

Vectorul propriu corespunzator valorii proprii Ay = 1 este

25 -5 1 0
y@ 17y 410y = | =8 | +7 2 |+10[ 0 |=]6
11 -1 0 4

Pentru valoarea proprie Ay = —2, calculam

0y = PAN s =2 ans,

Vectorul propriu corespunzator valorii proprii Ao = —2 este
25 -5 1 0
y@ 44y 5O = [ g ) 44| 2 |-5[0 |=]0
11 -1 0 7
Pentru valoarea proprie A3 = —5, calculam

s =20 o =n a2
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Vectorul propriu corespunzator valorii proprii A3 = —5 este

25 -5 1 18
y@ 4y 2O = [ g ]+ 2 |20 |=| -6
11 -1 0 10
Mai mult, cum termenul liber al polinomului caracteristic, c3 = —10 este nenul, atunci matricea A

este inversabila si inversa sa este data de formula

1 1
ATl = —— (At 1A+ epl3) = ——(A* + 6A + 313) =
C3 10
1 25 0 O -5 0 0 1 00 1 -2 0 0
= 1t o)+l 2 10 Jes{o o) =5 4 10 0
11 -2 4 -1 2 =2 0 0 1 5 10 -5

Exemple: Determinati polinoamele caracteristice ale matricelor

11 3 1 1 1 é;‘;’_ll

A=102 1|, B=| -3 0 2|, C=
10 1 3 31 102 -2
000 2

12 Metoda Fadeev pentru determinarea coeficientilor polinomului
caracteristic

Prezentarea Problemei: Fie A € M, (R). Ne propunem sa determinam coeficientii polinonului
caracteristic

paAN) = A"+ A E e A e

Prezentarea Metodei: Coeficientii se calculeaza cu ajutorul formulelor
1) A1 = A; c1 = —TI'(Al); B1 = Clln =+ Al;
2) AQ = ABl; Cy = —Tr(Ag)/Q; Bz = CzIn + AQ;

n) A, = AB,_1; ¢, = —Tr(A,)/n; By = cply + Ap.
Observatii:
1) B,, = O,, (matricea nula)- deci nu se va calcula.
2) Dacic, 0= A~! = —éBn,l.

3) In algoritmul pseudocod, rolul matricei Ay 1l joacd matricea D.

Algoritmul Pseudocod
1. citeste n, a;5, 1 <i,7 <n
// initializam B cu matricea unitate I,
2. pentru i = 1,2, ...,n executa
2.1. pentru j = 1,2, ...,n executa
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2.1.1. daca ¢ = j atunci
altfel
3. pentru k =1,2,...,n — 1 executa
// calculam Ay, folosind Ay = A - By_1, $i notam D = Ay
3.1. pentru i = 1,2,...,n executa
3.1.1. pentru j = 1,2, ...,n executa
3.1.1.2. pentru h =1, 2,...,n executa
3.1.1.2.1. dij — dij + a;p - bhj
// caleulam cy, folosind ¢, = —Tr(Ag)/k
3.2. ¢+ 0
3.3. pentru ¢ = 1,2, ..., n executa
3.3.1. ¢ < ¢ + dj;
3.4. Cl < —Ck/k
// calculam By, folosind By, = ¢y - I, + Ag
3.5. pentru i = 1,2,...,n executa
3.5.1. pentru j = 1,2,....,n executa
3.5.1.1. daca ¢ = j atunci
3.5.1.1.1. b;; < dij +cp
altfel
3.5.1.1.2. bij — dij
// calculam A,, = D
4. pentru ¢ =1,2,...,n executa
4.1. pentru j = 1,2, ...,n executa
4.1.1. dij ~0
4.1.2. pentru h = 1,2, ..., n executa
4.1.2.1. djj < dij + a;p - by
// caleulam c,, = =Tr(Ayp)/n
5. ¢, 0
6. pentru ¢ =1,2,...,n executa
6.1. ¢, < ¢, + dj;
7. ¢p < —cp/n
8. daca ¢,, = 0 atunci
8.1. scrie "Matricea nu este inversabila’
altfel
8.2. scrie '"Matricea inversabila este’
8.3. pentru i = 1,2,...,n executa
8.3.1. pentru j = 1,2,...,n executa
8.3.1.1. scrie —b;;/cy
9. scrie "Coeficientii polinomului caracteristic sunt’, ¢;, 1 <i<n
Exemple: Utilizand metoda lui Fadeev, determinati polinomul caracteristic corespunzator matricei

2 1 -1
A= 2 1 1
-3 0 0



Este matricea A inversabila? Daca A este inversabila, detrminati-i inversa utilizaind metoda lui

Fadeev.
Solutie:
Pasul 1:
2 1 -1
A1 =A= 2 1 1 ,
-3 0 O
cg=-Tr(A1)/1=—=(2+1+0)/1=-3,
1 00 2 1 -1 -1 1 -1
Bi=clz3+A;=-3]1 0 1 0 |+ 2 1 1 = 2 -2 1
0 0 1 -3 0 0 -3 0 -3
Pasul 2:
2 1 -1 -1 1 -1 3 0 2
Ay = ABy = 2 1 1 2 -2 1 = -3 0 -4
-3 0 -3 0 -3 3 -3 3
g =—-Tr(A2)/2=—-(3+0+3)/2 = -3,
1 00 3 0 2 0 0 2
By = colz + Ay = -3 010 + -3 0 -4 = -3 -3 —4
0 0 1 3 -3 3 3 -3 0
Pasul 3:
2 1 -1 0 0 2 -6 0 0
Az = ABy = 2 1 1 -3 -3 —4 | = 0 -6 0 ,
-3 0 0 3 -3 0 0 0 -6
03:—TT(Ag)/3:—(—6—6—6)/3:6,
1 00 -6 0 0
By =c3l3+ A3 =6 010 + 0 -6 0 = Os.
0 0 1 0 0 -6

Polinomul caracteristic corespunzator matricei A este
PAN) = X+ 1A% + o\ +e3 = A3 =307 — 3\ + 6.

Cum termenul liber al polinomului caracteristic, cg3 = 6 este nenul, atunci matricea A este inversabila
si inversa sa este data de formula

0 0 2
1 1

Al=—-—"By=— -3 -3 —4
€ 3 -3 0

Exemple: Determinati polinoamele caracteristice ale matricelor

0 —4 2 2 3 -1
A=10 -1 2 |, B= 1 -2 1
1 0 3 -1 =12 5
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13 Aproximarea functiilor prin interpolare Lagrange

Prezentarea Problemei: Fie:
g < x1 < ... < xpn € R noduri de interpolare;
fi = f(z;), 0 <i < n, valori data ale functiei in nodurile de interpolare;
z €R, cu z € [xg, xy).

Ne propunem sa aproximam f(z), folosind polinomul de interpolare Lagrange pe nodurile date.

Prezentarea Metodei:

DWBIE=

1=

'L;ﬁk

unde
n

= eIl

=

z;ék

este polinomul de interpolare Lagrange pe nodurile xg, z1, ..., Tp.
Observatie: Gradul polinomului de interpolare L este mai mic sau egal cu n.

Algoritmul Pseudocod
1. citeste n, x;, 0 <i<n, f;,0<i<n, z
2. L+0
3. pentru k =0,1,..,n executa
3.1. P+1
3.2. pentru i = 0,1, ..,n executa
3.2.1. daca i # k atunci
32.1.1. P+ P-(z —m)/(zk — ;)
33. L+ L+ fr-P
4. scrie "Valoarea aproximativa a functiei f in ’, z, ’este’, L

Observatii: Algoritmul de mai sus se completeaza tinand cont de urméatoarele observatii:
1) daca z ¢ [zg, z,], nu putem aproxima f in z;
2) daca 3i € {0,1,..,n}, astfel incat z = x;, atunci se va afisa valoarea corespunzatoare a lui L (fara
a calcula suma);
3) evaluarea polinomului Lagrange se poate face in mai multe puncte z1, 22, ..., zm € [Zo, Zn];
4) daca Ji € {0,1,..,n}, astfel incat f; = 0, atunci nu se ia in considerare, in suma, termenul care
contine f; = 0.

Exemplul 1: Fie tabelul de date

Z; -1 —

fi| O

oln

NSl SN

NI —
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a) Sa se determine polinomul de interpolare Lagrange ce interpoleaza datele din tabel;

b) S& se evalueze f (—3), f(3), f(0) si f(2).

Solutie: Observam ca datele din tabel corespund functiei f(x) = cos (%) , x €[-1,1].
Avem can =44

2 2
1‘0:—1, l’lz—g, .%‘2:0, x3:§, $4:1,

1 1
fO 5 fl 9’ f2 ) f3 9’ 4 0

Polinomul de interpolare Lagrange este

L(z) = folo(z) + fili(z) + fala(x) + f3l3(w) + fals(z), =€ [-1,1],

(32) & L(x) =0-lg(x) + % h(z)+1-la(x) + % A3(x) +0-lg(x), xe€[-1,1],

unde polinoamele fundamentale Lagrange lx(x), 0 < k < 4, se determina cu ajutorul formulei

4
W(z) =[] 225, o<k<4

1=0 ':Uk — i
itk
Deoarece fo = 0 si f4 = 0, nu mai este necesar s& calculim lo(z) si l4(x). In continuare determinim
polinoamele fundamentale Lagrane 11 (x), l2(z) si l3(x). Avem ca
R 1t | e e M et Lt [ G | LG
(o aulles — o a0 (3 0) (300 (3-8 (F-1)
27
= —Ex(az +1)(z —1)(3z — 2),
hiz) = @@ —e)@—z)e—z) _@tD(E+y) (-3 @1
2 (2 — xo) (e — 1) (12 — x3) (2 — T4) (0+1) (0—1—%) (0—%) (0—-1
i(x +1)(3 + 2)(3z — 2)(z — 1),
ly(x) = (x — z0)(x — 1) (2 — 22) (T — 4) _ (x+1) (m—i— %) (x—0)(x—1) _
O =l el —e0 GGG 0 G
27
= —Ex(az +1)(3z 4+ 2)(z —1).
Din relatia (32) deduce ca
L(z) = % <—i(7)> z(z+1)(xz—1)(3xz—2)+ 4(x+1)(3$+2)(3x—2)(az—1)+%- <—Z(7)> z(z+1)(3z+2)(z—1) =

:(m2—1)<fom —1) 490 4 jng—Fl

b) £ (-4 =L () = (-3~ B (-1 + 1= 0777380,



P =L0) =5 ()"~ () +1= 08666066
f(0) = f(z2) = fo =1,

f(2) nu se poate evalua, deoarece 2 ¢ [—1,1].

Exemplul 2: Fie tabelul de date

iCiO%%l
filo]l 3110

Sa se evalueze f(z), folosind polinomul de interpolare Lagrange pe nodurile date, unde:
ze{ihisi2h
Sol: ¢ ~0.166666; f(1) = 0.693752; f(3) = 0.844444;

Exemplul 3: Fie tabelul de date

Ti -1 0 2 3 4
fi | -0.3 0.2 0 1.1 1.8

a) Sa se evalueze f(z), folosind polinomul de interpolare Lagrange pe nodurile date, unde:
z € {—2;—1.05; —0.5; 0; 1; 2; 2.995; 4; 67}.
b) Sa se evalueze f(—0.5) si f(1) folosind un polinom de interpolare Lagrange de gradul 2.
Sol: a) f(—0.5) =0.225, f(1) = —0.24, f(2.995) = 1.093846

14 Aproximarea functiilor prin interpolare Newton

Prezentarea Problemei: Fie:
ro < 1 < ... < T, € R noduri de interpolare;
fi = f(z;), 0 <i < n, valori data ale unei functii in nodurile de interpolare;
z € R, cu z € [xg, zp].

Ne propunem sa aproximam f(z), folosind polinomul de interpolare Newton pe nodurile date.

Prezentarea Metodei:

n k—1
f(2) = flwo] + Y flro;was sl - [ (2 = ),
k=1 i=0
unde
n k—1
N(z) = flzo] + Y flwo; w1; s ] - [ [ (@ — 22),
k=1 i=0

este polinomul de interpolare Newton pe nodurile zg, z1, ..., T, si

flzo] = fo,
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flrosz1; .. 2]

I
-
5
,
A
o
A
3

Observatie: d°(N) =n.

Algoritmul Pseudocod
1. citegte n, x;, 0 <i<n, f;,0<i<n, z
2. N « fo
3. pentru k =1, 2,..,n executa
3.1.s+0
3.2. pentru j = 0,1, ..,k executa
32.1. p+1
3.2.2. pentru ¢ = 0,1, .., k executa
3.2.2.1. dacé i # j atunci
3.2.2.1.1. p+»p- (:L‘j — :L‘Z)
323. s< s+ fj/p
33.p+1
3.4. pentrui =0,1,...,k — 1 executa
341 pp-(z—x;)
3. N+~ N+s-p
4. scrie "Valoarea aproximativa a functiei f in ’, z, ’este’, N

Algoritmul de mai sus se completeaza tinand cont de urmatoarele observatii:
1) daca z ¢ [zg, zp], nu putem aproxima f in z;
2) daca 3i € {0,1,..,n}, astfel incat z = x;, atunci se va afiga valoarea corespunzatoare a lui N (fara
a calcula suma);
3) evaluarea polinomului Newton se poate face in 21, 29, ..., 2m € [Z0, Zn];
4) daca 3i € {1,2,..,n}, astfel incat s = f[zo; x1;...; K] = 0, atunci nu se ia in considerare, in suma,
termenul care contine s = 0.

Exemplu 1: Fie tabelul de date

€T; -1 —

fi| O

ol

N[ 4001 N

NI —

a) Sa se determine polinomul de interpolare Newton ce interpoleaza datele din tabel;

b) Sa se evalueze f (—%), f (%), f(0)si f(2).
Solutie: Avem can =4 si

2
.’L'():—l, xl:—g, .732:0, .%'3:§, 1’4:1,

1 1
fo=0, f1:§7 fo=1, f3:§, fa=0.

Construim tabelul diferentelor divizate
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x; Dif. diviz. Dif. diviz. Diferentele divizate | Diferentele divizate Diferenta divizata
de ordin 0 de ordin 1 de ordin 2 de ordin3 de ordin 4
zo=—1| fleo] =0 | fleosza] =3 | fleo;zisae] = =5 | fleo; s aosas] = —55 | flawo; o155 0a] = 45
r1=—2| flrll =3 | flose] =3 | flosayas)=—-3 | flogogasiad = 5 -
2o=0 | flwo] =1 | flegsas] =—35 | floosmsiaa] =—2 - -
=3 | Jes =3 | fleion] =3 - - -
Ty = 1 f[$4] =0 - - - -

Pentru a obtine valorile din tabelul de mai sus, determinam diferentele divizate cu ajutorul
urmatoarelor formule:

Diferentele divizate de ordin 0:

1 1

flool = fo=0, flo]=fi=g flod=fo=1 Slos]=fs=3, Sl =J1=0
Diferentele divizate de ordin 1:
flro; =] = f[a;ll]:i([)x()] - _;__((11) N g
florsae] = ﬂx;j:fgﬂ =0 Eég’) - Z’
flao; x3] = f[x;i - ng] = % _(1) - _Z’
flzs;xa] = f[a:i:ia:g] = 12__%3) - _g'
Diferentele divizate de ordin 2:
flzo;z1; 3] = f[xl;x;j = i([)xo;xl] B oz_z—%) - _Z’
flaws; wo; ws) = ﬂm;x;j - Qxl;@] - g_i(_g) B _%
flxo; ;4] = f[xg;m;i : ££$2;$3] = 2 ;E_oi) - _Z‘
Diferentele divizate de ordin 3:
Fleo: o1: 2 2] = f[xl;xg;l';j:i([]xo;l'1§$2] _ _gg:((__lf’;) _ _%’
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fler; xosx3;za] = =

floss oz ma] — flan;anes]  —5—(-3) 9
ne )

Diferenta divizata de ordin 4:

flat; vo; a5 24) — flwoi v maszs] 15— (— 16 9
flzo; x1; w25 w35 4] = [ 2 73&1—1:([)’ — ]:401—5—11)

Polinomul de interpolare Newton este
N(z) = flzo] + flzo; z1](z — @o) + flwo; 21; 22](x — @0)(z — 21)+

+flxo; x1; 2; x3)(x—20) (—21) (—22)+ fT0; 21; T2 T35 4| (T—20) (T — 21 ) (T—22) (B—23), 2 € [—-1,1],

3 3 2 9 2 9 2 2
= 0+§(:1:+1)—1(:c+1) <:c+ 3> —4—0(30+1) (x+ 3) (x—())—@(x+1) (:1:+ 3) (x—0) (m - 3)
9 49 »
= —x" — — 1 —1,1].
10" 40x—|—, x € [—1,1]
Observam ca polinomul de interpolare Newton este acelasi cu polinomul de interpolare Lagrange.

b) f(=3) =N(-3)= 4%(—%)4 33( 1) +1=0.777380,
FE=NE) =2 (L)' -2 (1) +1=0.866666,
f(0) = f(x2) = fa =1,

f(2) nu se poate evalua, deoarece 2 ¢ [—1,1].

Exemplul 2: Fie tabelul de date

| 0] & ] 5 ] 1
o[ 51110

Sa se evalueze f(z), folosind polinomul de interpolare Newton pe nodurile date, unde:
ze{lis 52
Sol: ¢ ~0.166666; f(§) = 0.693752; f(3) = 0.844444;

Exemplul 3: Fie tabelul de date

Ti -1 0 2 3 4
fi | -0.3 0.2 0 1.1 1.8

a) Sa se evalueze f(z), folosind polinomul de interpolare Newton pe nodurile date, unde:
z € {—2;-1.05; —0.5;0;1;2;2.995; 4;67}.
b) Sa se evalueze f(—0.5) si f(1) folosind un polinom de interpolare Newton de gradul 3.
Sol: a) f(—0.5) = 0.225, f(1) = —0.24, £(2.995) = 1.093846
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15 Aproximarea functiilor prin spline cubic cu derivata a doua
nula la extremitatile intervalului de aproximare

Prezentarea Problemei: Fie:
xg < x1 < ... < xp € R noduri de interpolare;
fi = f(z;), 0 < i < n, valori date ale unei functii in nodurile de interpolare;
z € R, cu z € [xg, xy).

Ne propunem sa aproximam f(z), folosind spline-ul cubic S pe nodurile date, stiind ca
S"(xg) = S"(x,) = 0.

Prezentarea Metodei:
Notam

hi =x; —x;-1, 1<1<mn,
S"(x;) =u;, 0<i<n.
Avem ca S"(xg) = 5" (xn) =0 = ug = uy, = 0.
Spline-ul cubic care aproximeaza functia f este

Si(z), x € [wo,x1]
Sao(z), = € [x1, 9]

S(x) =
Sn(l'), WS [.l’n,l,xn],
unde
(33)
wi(r — ;1) + w1 (z; — )3 W2\ ©—ziq W2\ z;—x .
Si(x) = P | -1~ Wi—1 - =1
(z) oh (i o S R R Rl
Pentru a determina wuq, us, ..., u, rezolvam sistemul
h; hi + hit1 hit1 fin—fi fi—fin . ———
4 Ui i i+l = - =1ln—-1,
(34) U 1+ 7 U + s i D i n

cu ug = u, = 0.
Matricea sistemului (34) este tridiagonala, simetrica, si are urmatoarele elemente:

a; = (hi + hit+1)/3, 1 <i <n—1 -pe diagonala principala
(35) bi = hi11/6, 1 <i <n —2 -deasupra diagonalei principale
¢ = hi+1/6, 1 <i <n —2 -sub diagonala principala

iar termenul liber al sistemului (34) are componentele

_Ji—fi  fi—fia
hit1 hi

(36) ti . 1<i<n-1.
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Observatie: Putem simplifica formulele (35) si (36) prin inmultirea fiecarei ecuatii a sistemului (34)
cu 6. Obtinem

a; =2(hi +hiy1), 1<i<n-—1
bi=ci=hiy1, 1<i<n-—2,

(3"
respectiv

(4) ti = 6(fix1 — fi)/hit1 — 6(fi = fi-1)/hi 1<i<n-—1
Pentru rezolvarea sistemului (34), folosim factorizarea LR pentru matrice tridiagonale si inlocuind
U1, U2, ..., Up—1 astfel obtinute, in (33), gasim S.

Exemplul 1. a)Determinati spline-ul cubic S ce aproximeaza datele din tabelul urmator

i | -3 -2 -1 0
fi 9 4 1 0] 1

stiind c& S”(-3) = S”(1) = 0.
b)Sa se evalueze f(z), pentru z € {—2.5; —1.75; 0; 0.5; 1.25}.
Solutie: a) Avem ca

.260:—3,.%1:—2,1'2:—1, x3:O,x4:1,
fo=9, i=4, fo=1, f3=0, fa=1
Notand
hz‘:(L'i—.CCi_l, 1§i§4 §i ui:S”(wi),OSigll,

obtinem ca
h1:$1—$0:—2—(—3):1,
hgzxg—xl:—l—(—2):1,
h3:$3—$2:0—(—1):1,
h4:x4—x3:1—0:1.
Cum S”(-3)=5"(1)=0= 5" (xg) = 5" (x4) =0= up =ug = 0.

Spline-ul cubic ce aproximeaza functia f este

Si(z), =€ [zo, 1]

) Sa(z), x € (x1,x9]
S(w) = Sa(x), x € (we,x3]
Sy(z), =€ (x3,x4]

unde S;, 1 <14 <4 se determina cu ajutorul formulei (33).
Obs: In expresia (33) cunoagtem valorile lui f;, 0 <i <4, 2;, 0<i <4, h;, 1 <i<44iugsiug.

Determinim wu, up §i us rezolvand sistemul (34). In (34) luand pe rand i = 1, i = 2 si i = 3 obtinem

sistemul

hy hi + hy ho — fo—fi  fi—Jo
— U + U+ —u2 = -

6 3 ho h1
hy o~ haths - hs o fs—f  fohi
6 3 276 ° hs
h, hstha — ha o fa—fs fs—fo
6 ° 3 6 YT hy
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Cum hy =hy=h3=hy=1, fo=9, fi=4, fa=1, f3=0, fy =1 si ug = ug = 0, obtinem

2 n 1 1-4 4-9 18
U+ Uy = —— — —— U = —
376 1 1 duy + up = 12 T
1 2 1 0—-1 1—-4 12
gutguetgus=—F———7— = up +4ug +uz =12 = uz = -
1 +g 1-0 0-1 ug +ug =12 18
62 73" T 1 us =
Avem datele necesare pentru a calcula S, Sz, S3 si Sy. Din relatia (33) pentru ¢ = 1 obtinem
uy(x — x0)3 + ug(z1 — )3 R\ z — xo R\ 21 —
Si(x) = e My x|
1(z) 6 +({fi—wm 5 I Jo—uo- 5 I
18 3 3 2 2
Fx+3)°+0-(—2—- 18 1 3 1 —2—
:7(95 ) ( 1‘)+ 40 2 T+ y(9_ 0.1 T _
6-1 7 6 1 6 1

3 s 25

Din relatia (33) pentru i = 2 obtinem
_ 3 _ 3 h2 h2
So() = ug(x — x1)” + ur (w2 — ) <f2 > - <f1 . ) - _

(z +3) — 9(x +2).

6h2 6 h2 6 h?
1—72(.7;+2)3+%(—1—x)3 po12 Byet2 ()18 P\ d-a
6-1 7 6 1 7 6 1
2 2
:?(a:—|—2)3—%(m+1)3+$(x+2)—75(m+1).

Din relatia (33) pentru i = 3 obtinem

— 3 P 2 2 .
Sa(x) = uz(z — 22)° + uz(73 — 7) . h3\ x — x2 . h3\ @3~z _
6hs 6 h3

_FEH D R0 018 PYedl (12 1P\0-a
N 6-1 7 6 1 7 6 1
3 2 3 5

Din relatia (33) pentru i = 3 obtinem

us(z — z3)% + ug(zq — )3 W2\ z—=x W2\ x4 —
Si(x) = a( 3)” + uz(xq4 — ) +<f4_u4.4>h43+<f3_u3.4> 4-T

6ha 6 6 ha
_0-(x—0)3+§(1—x)3 0. lj -0 0_§ 1j -z
B 6-1 6 1 7 6 1
=20-aP+o-S0-a).
Deci, spline-ul cubic ce aproximeaza functia f este
Si(z), = € [zo,z1] %($+3) 25(93+3) —9($+2) z € [-3,-2]
S(z) = Sa(x), (z1,29]  _ 3(:v+2)3 - Z(“ 1) +2 (w+2) 2x+1), ze(-2-1
T\ @) welanm] T G-t~ s 1) - e, z e (~1,0]
54(1:)7 $€($3,JI4] 7(1—ZL‘)3+ZL‘—§( —ZL‘), ZL‘E(O,H.
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b) f(~2.5) ~ Sy (—2.5) = 3(—2.5 4+ 3)3 + &(—25 +3) — (2.5 + 2) = 6339256,
S — 3(—175+1)3 + 3(—1.75+2) — B(—1.75 4 1) = 3.042411,
10) = flzs) = f5 = 0,
£(0.5) ~ 54(0.5) = 3(1 — 0.5)3 + 0.5 — (1 — 0.5) = 0.33926,

f(1.25) nu se poate evalua deoarece 1.25 ¢ [-3,1].

Algoritmul Pseudocod
1. citegte n, x;, 0<i<n, f;,0<i<n, z
2. pentru i = 1,2, ..,n executa
2.1. hy + x; — xi_1
3. pentrui=1,2,..,n — 1 executa
3.1. a; + Q(hl + hi+1)
4. pentrui=1,2,..,n — 2 executa
4.1. bl — hiJrl
4.2. ¢; < b;
5. pentru ¢ = 1,2,..,n — 1 executa
5.1. t; = 6(fix1 — fi)/hix1 —6(fi — fiz1)/hi
6. pentru i =1,2,..,n — 2 executa
6.1. daca a; = 0 atunci
6.1.1. scrie “Sistemul nu are solufie unica’
6.1.2. gegire
6.2. ¢; ci/ai
6.3. Qi1 < Qi1 — bl - G
7. pentru i = 2,3, ...,n — 1 executa
7.1. t;<—t; —ci—1-ti1
8. daca a,_1 = 0 atunci
8.1. scrie “Sist. nu are solutie unica
8.2. 1egire
9. th1 tn—l/an—l
10. pentruiz=n—2,n — 3, ..., 1 executa
10.1. t; « (ti — bl . ti+1) /ai
11. pentru i =1,2,..,n — 1 executa
11.1. scrie 'u; =, t;
12. pentru i =1,2,..,n — 1 executa
12.1. u; + ¢
13. up < 0; u, <0
14. pentru i = 1,2, .., n executa
14.1. daca z € [x;—1,x;] atunci

i(z=wi1)3+ui i (25—2)° h?\ z—zi_ h2\ zi—
14.1.1. § ¢ wilz== 1)62? 1(mim2)” | (fl- — - F) Imel (fiq g - ?> 8=
14.1.2. scrie ”Valoarea functiei f in’ ,z,” este’, S
14.2. scrie ”Nu putem aproxima valoarea functiei fin’ ,z.

Obsrvatii: Va sugerez sa impementam Exemplul 1 de mai sus.

)

Obs. 1. La pasul 1 citim n = 4 € Z, ce reprezinta numéarul nodurilor introduse (indicierea incepe de
la 0!), apoi citim nodurile zg = —3, 1 = —2, x9 = —1, x3 =0, x4 = 1, apoi valorile functiei in
noduri fo =9, fi=4, fo=1, f3 =0, fs=1giin final z € R. Numarul real z reprezinta valoarea
in care vrem sa evaluam functia f. In cazul nostru, z poate fi orice valoare din multimea
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{—2.5; —1.75; 0; 0.5; 1.25}.

Obs. 2. In cadrul pasgilor 6. — 11. se apeleaza procedura de rezolvarea a sistemelor liniare cu
matrice tridiagonala

ag b1 tee 0 0 (%5} t1
g as - 0 0 e .
0 0 -+ ap—2 bp2

0 0 - cr2 ap Un—1 tn—1

Obs. 3. La pasul 14. s-a aplicat formula (33). S reprezinta o variabila reala in care se memoreaza
valoarea lui f in punctul z.

Exemplu: Fie tabelul de date

z] -1 ] 0] 1 2
il 5 [ 1 1 [ 11

Sa se evalueze f(z), unde:

z € {—0.75; —0.5;0; 0.5; 1.25; 4}.
Indicatie:
AvemhlthZhgzl; UOZU3:0.
Obtinem sistemul

4 1 ) Ul . 24
1 4 u9 - 60
cu solutia uy = 2.4 gi uo = 14.4

Apoi din formula (33) avem
F(—0.75) = 3.906; f(—0.5) = 2.85; £(0.5) = —0.05; £(1.25) = 2.7125.

16 Metoda trapezului pentru evaluarea integralelor

Prezentarea Problemei: Ne propunem sa aproximam valoarea integralei definite

/a ' fla)de,

cu eroarea ¢ data.

Prezentarea Metodei: Fie a = 29 < z1 < ... < x,, = b o diviziune a intervalului [a, b], avand
nodurile de interpolare
x; = xg+1h, 0 <1 <n, unde h = =2,

n
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Metoda trapezului, propune urméatoarea formula de aproximare
n—1
(37) / fla 5 (f(xo) +2) flz) + f(wn>> :
i=1

Exemplul I: Aproximati valoarea integralei

1
1
/ dzx,
0 rz+1

cu eroarea ¢ = 1072,

Sol: Avemcaa=0,b=1si f(x) = x%rl

| 2

Determinam cel mai mic numéar natural n € N* astfel incat

(b — CL)3M2 1"
(38) o <6 unde My = xrg[i)z | f" ()]
Avem ca:
fa) ==y =+ 1)
(x4 1)2
2 2 2
") =2+1) "= ———= = M = =2
f@) (@+1) (:1:+1) 27 xe[%l] (x+1)3 (0+1)3 ’
deoarece func‘gla )3 este descrescatoare pe intervalul [0, 1].
Revenind in relatia (38) obtinem
(1-0)3-2 _ 2 1 200
Determinam pasul h = bfT“ = % = 0.2 si apoi nodurile de interpolare:

ro=a=0,z1=20+h=02,20=21+h=04, x3=29+h=0.6, x4 =23+ h=0.8,
s =24+ h=1.

Aplicand formula de aproximare a integralei (37) obtinem

1 1 A
/O Tl =3 (f(xo)+2;f(xi)+f(x5)) _

(f(xo) L2(f (o) + Flaz) + Flas) + ) + f<z5>) -

02
2

1 1 1 1 1 1
=0.1 2 — 0.6954.
<o+1+ <Q2+1+04+1+06+1+08+1>+1+1>

1

=1In2, cu
0

. 9 C c el
Obs: Valoarea 0.6954 aproximeazi valoarea exacta a integralei [; ﬁdaz =In(z+1)

precizia e = 1072
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Algoritmul Pseudocod
1. citeste a, b, e; declara functia f
2. n+1
3. Integr < (f(a)+ f(b)) - (b—a)/2
4. repeta
41.n+2-n
42. h«+ (b—a)/n
4.3. Integr0 < Integr
4.4. 5+ 0
4.5. pentru i =1,2,...,n — 1 executa
451. 8« S+ f(a+ih)
4.6. Integr < (f(a) +2S + f(b)) - h/2
pana cand |Integr — Integr0| < e
5. scriem ('Valoarea integralei, obtinuta cu precizia’, €, ’este’, Integr )

R Obsrvatii:
Obs 1. In C functia f(z) = x%rl se declara astfel:

float f(float x)

{

return 1./(x+1);

}

Obs 2. Capetele intebgralei a si b se vor declara de tip float!
Obs 3. In Algoritmul Pseudocod, n nu se determina ca in Exemplul I de mai sus, aplicand formula
(38), ci n se initializeaza cu 1 si apoi se dubleaza (n <— 2n) aplicandu-se succesiv formula trapezului
de aproximare (37) pana cand diferenta dintre valorile a doua integrale consecutive devine mai mica
decat precizia.

dx, cu precizia e = 107°.

1
1

Exemple: 1. Aproximati :/
o T +1

Sol: T =0.69314, in 9 pasi.
1
2. Aproximati I = / f(x)dz, cu precizia e = 1073, unde
-1

04(x +1)3+0.6(x+1) -5z x€[-1,0)
f(x):{l xz € 0,1]
o+l e
Sol: I = 3.59314. Functia f se declara astfel
float f(float x) {
if(x >= —1 & = <=0)
return 0.4*pow((1 + x),3)+0.6%(1 + x)-5%x;
iflz >=0&& z <=1)
return 1/ (1 + x); }
3

3. Aproximati [ = /2 erdx, cu precizia e = 1073,
1
Sol: 1 = 3.518265

4. Aproximati I = / ve® + x + ldx, cu precizia e = 1074
2
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Functii matematice | In C sau C++

NG )
Jx cbrt(x)
NET pow(x, 1./7)
er exp(x)
a® pow(a,x)
Inz log(x)

logoz = 22| log(x)/log(@)

17 Metoda Simpson pentru evaluarea integralelor

Prezentarea Problemei: Ne propunem sa aproximam valoarea integralei definite

/ab f(z)dzx

Prezentarea Metodei: Fie a = xg < 21 < ... < 2, = b o diviziune a intervalului [a, b], avand
nodurile de interpolare
z; = xo + ih, 0 < i < n, unde h = =2

P

Metoda Simpson, propune urmatoarea formula de aproximare

b n—1 n—1 o ;
(39) / fla)de = (f(wo) +2) fla) +4> f (*2“) + f(xn>> .
a i=1 i=0

Exemplul II: Aproximati valoarea integralei

1
1
/ dzx,
0 JI+1

cu eroarea £ = 1074,
Sol: Avem cia=0,b=15si f(z) =

Determinam cel mai mic numar natural n € N* astfel incat

(b—a)®M,y (V)
(40) ogsond ~ ©| unde My = max ‘f ‘
Avem ca:
/ o 1 1" . 2 " o 6 (Iv) _ 24
flz)=- (:E—|—1)2’f()_(:c—l—1)3’f (w) = (:E+1)4’f (x)_($+1)5:>
24 24
T N @18 T (0 1p
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Revenind in relatia (40) obtinem

—0)°. 104
a-07-24 1074 o 2k ! 1y, 2410 ~83.(3) = n = 4.

< — = >
2880n4 < 288001 ~ 101 7" 2880

Determinam pasul h = (’_T“ = 12—0 = 0.25 si apoi nodurile de interpolare:

ro=a=0,z1=20+h =025, 29 =214+ h=05,23=204+h=0.75, x4 =23+ h=1.

Aplicand formula de aproximare a integralei (39) obtinem

/1 PR JTRSTS o ')+423:f(w>+f( ) =
0o T+1 "o e i=1 " i=0 2 )T

. 0.25

2{f<:co> 2 (n) + f(@2) + flas)]+

+4 [f <£Uo-;—l‘1> +f <$1;x2> + f ("752‘;x3> +f (x?’;x‘lﬂ +f(x4)} — 0.6913.

Algoritmul Pseudocod
1. citegte a, b, ; declara f
2. n+1
3. Integrala < (f(a) +4f (%) + f(b)) - (b—a)/6
4. repeta
41.n+2-n
42. h<+ (b—a)/n
4.3. IntegralaO <« Integrala
4.4. 51+ 0
4.5. pentru i =1,2,...,n — 1 executa
4.5.1. s1 « s1+ f(a+ih)
4.6. S9 < 0
4.7. pentru i =0,1,...,n — 1 executa
4.7.1. sg < s9 + f(a+ih + h/2)
4.8. Integrala < (f(a) + 2s1 +4s2 + f(b)) - h/6
pana cand |Integrala — IntegralaO| < ¢
5. scriem ('Valoarea integralei, obtinuta cu precizia’, ¢, ’este’, Integrala )

1
dx cu precizia e = 107°.

Exemplu: 1. Aproximati [ = )

o T
Sol: I =0.69314, in 4 pasi.
3
2. Aproximati [ = / Va2 + edz, cu precizia e = 1072,
2

18 [Evaluarea numerica a integralelor duble pe triunghiuri

Prezentarea Problemei: Ne propunem sa aproximam valoarea integralei definite

1= ] Hadady,
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unde D este un triunghi cu varfurile V;(x;,v;), 1 <1i < 3.
Prezentarea Metodei: I(f) poate fi aproximata cu ajutorul formulei

S

(41) 1) =%

<f(V1) PV + F(V) + 9f(VG)>-

T1t+zo+x3 Y1+Y2+Ys3 )
3 ) 3

unde S este aria triunghiului, iar Vg ( este centrul de greutate al triunghiului D.

Exemplul 1. Aproximati

I = // v/ 3zy + 2 dxdy,
D

unde D este tringhiul cu varfurile V1(0,0), V2(0,2) si V3(3,0).
Solutie: Avem ca

f(z,y) = /3zy + 2.

Aria triunghiului dreptunghic D = V1V, V3 este

IRAAYPE

S =Savivav = =

3.
2 2

Fie Vi centrul de greutate al triunghiului

AVIVaVs = Vg (Btiates y1+y32+y3) =Va (OL;*'?’, w) =V (1, %) Aplicand formula (41)

obtinem

_3
12

3 2 1
:12<\/3.o.0+2+\/3.0.2+2+\/3.o.3+2+9 3.1.3+2> 1(3\@“8):5‘560659
Exemplul 2. Aproximati
zy — 1
—————— dzd
//1)$2+y2+1 e

unde D = {(z,y) e R* |z € [2, 4], y € [1, 2]}.
Solutie: Avem ca

1= (700 + 102+ 6.0+ 97 (13)) -

w

oay—1
f(x’y)_x2+y2+1'

Observam ca domeniul de integrare D este dreptunghiul cu varfurile V1(2,1), Va(4,1), V53(4,2) si
Vi(2.2).

Nu putem aplica direct formula (41) deoarece domeniul de integrare D nu este triunghi.
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Vom imparti domeniul de integrare D in doua triunghiuri. Mai precis, domeniul D poate fi scris ca
reuniunea dintre triunghiul AV3 V5 V3 si triunghiul AV;V3V,. Observam ca intersectia dintre cele
doud triunghiuri este segmentul (V1 V3), deci aria intersectiei este multimea vida.

Avem ca
zy —1 zy —1 zy —1
—————dxdy = // —_ dxdy—{—// ————— dzdy.
//D w2 +y? 41 Ay T2+ Y2 41 AV, T2 Y2+ 1
n:otll n:0t12

Observatie: Chiar dacd AViVoVs = AViV3Vy, in general I; # Is.
Utilizand formula (41) vom aproxima pe rand fiecare din integralele I; si Io.
Deoarece AViVoVa = AV V3V, avem ca

ViVa - Vol 2-1
S =Savivavs = Savivsy, = 1 2 ) =1

Fie Vg1 centrul de greutate al triunghiului
AV VoV = Vi (Erttss yl"‘y;*‘yiﬁ) =Va (72'*'4'*'4, 71'*'1'*'2) =Va (10 4). Aplicand formula (41)

3 3 393
obtinem
ry —1 NYNTATATS
he gy ey = S (FOA) + (Va) + [ (Va) + 91 (Van)) =
! //AV1V2V3$2+y2+1 Ty 12 (fOV) + f(Va) + f(V3) +9f (V)

1

=13 (f(2,1) +f(4,1)+ f(4,2) +9f (10 4)) ~ 0.241556.

33

Fie Viza centrul de greutate al triunghiului
AVIV3V, = Vi (501+9%3+x4’ y1+%3+y4) = Vo (QL;:'*'Q, #) = Voo (%, %) Aplicand formula (41)
obtinem

— vy —1 _ Savivyg B
= //Avlvgw 22 +y2+1 dedy = =5 (fV1) + f(Vs) + f(Va) + 9f (V) =

L 8 5
T 12 (f(2’ 1)+ f(4,2) + f(2,2) +9f <3, 3)> ~ 0.306689.
Deci

1
// #gﬂﬂ dedy = I + I = 0.241556 + 0.306689 ~ 0.548245.
D

Algoritmul Pseudocod (formula (41))
1. citeste x1,y1, T2, Y2, T3, y3; declara f
2. l1  /(z2 — 21)% + (y2 — y1)?
3.1y + /(z2 — 23)2 + (y2 — y3)?

4. 13 /(x5 — 21)% + (y3 — y1)?

5. p (Li+1la+13)/2
6. S /plp—h)p—1I2)(p—13)
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Tl 12 (f (xl’yl) + f ($27y2) + f(xg,yg) + 9f (I1+132+933 y1+y2+y3))
8. scriem ( ’Valoarea integralei este ’, I)

X Obsrvatii:
Obs 1. In C functia f(z,y) = v/3zy + 2 se declara astfel:

float f(float x, float y)

{

return sqrt( 3*¥x*y+2);

}

Obs 2. Va recomand ca variabilele x1, y1, x2, Y2, T3, y3 sa le declarati local (in interiorul lui int
main()). Daca vor fi declarate global pot aparea erori deoarece y; este functie (mai precis este
functia Bessel)!

Obs 3. In Algoritmul Pseudocod, l1,lo, 3 reprezintd lungimile laturilor triunghiului. Aria
triunghiului se calculeaza cu formula lui Heron:

- l3)7

S=+pp—1)p—1)p

unde p = % este semiperimetrul.

Exercitii: I. S& se completeze algoritmul de mai sus astfel Incat sa se poata aproxima integrala din
Exemplul 2 (si Exercitiul III b)), unde domeniul de integrare D nu este triunghi.

IT a). Aproximati I = [[, /a2y — y?dzdy, unde D este tringhiul cu varfurile V1(0,0), V2(10,1)
V3(1,1).

Sol: I =5.89.
dzxdy, unde D = {(z,y) e R|1 <2 <3;0<y <1}

III b). Aproximati I = [[} W) 1+my)

19 Metoda Euler pentru rezolvarea unei probleme Cauchy

Prezentarea Problemei: Consideram problema Cauchy

(42) { y’:f(x,y)
y(zo) = vo-
Prezentarea Metodei: Fie g < 21 < ... < xp, unde x;41 = x; + h, 0 < ¢ < n. Ne propunem sa
determinam valorile aproximative ale solutiei problemei Cauchy (42), notate y;, unde
yi ~y(z;), 0<i<n-—1.
Formulele utilizate sunt:

(43) Tiv1 =xi+h
Yirr = yi+h- f(2i,9:), 0<i<n—1
Exemplul 1: Fie problema Chauchy
/ — 2y
(44) { J—1 T€ 1, 1.5].

61



Sa se determine solutia aproximativa a acestei probleme in punctele
r1=11,29 =1.2,23 = 13,24 = 1.4 si x5 = 1.5 folosind metoda Euler cu pasul h = 0.1.
Solutie: Avem ca

2
flz,y) = ;y; zo=1; yo = y(zo) = 1; h = 0.1.

Obs: Trebuie sa determinam yi, y2, ..., y5 ce aproximeaza valorile y(1.1),y(1.2), ..., y(1.5).
Pentru ¢ = 0, din relatia (43) obtinem

T :$0+h:1+01:11
yi=vo+h- flzo,y0) =1+0.1-f(1,1)=1+0.1-2L =12

Pentru ¢ = 1, din relatia (43) obtinem

Ty=x1+h=11+01=12
Yyo=v1+h- flzi,yn)=12+01 f(1.1,1.2) = 1.2+ 0.1 - 312 ~ 1.418181.

Pentru ¢ = 2, din relatia (43) obtinem

r3=x9+h=12+01=13
Ys = y2 + h- f(za,y2) = 1.418181 + 0.1 £(1.2,1.418181) = 1.418181 + 0.1 - ZLAIBIBIS ~ 1 G54545,

Pentru i = 3, din relatia (43) obtinem

Ty =29+h=13+01=14
ys =y3 + h- f(xs3,y3) ~ 1.909090.

Pentru i = 4, din relatia (43) obtinem

5 =29 +h=14+01=15
ys = ya + h - fza,ys) ~ 2.181818.
O

Observatie: De la cursul de Matematici Speciale stim ca, pentru a determina solutia ecuatiei cu
variabile separabile (44), procedam astfel:

2 d 2 d 2dx d 2d
y = yjdi ?y W _ Lt /y /m:>ln\y|—21n|x+c:>y—ca:2 ceR.

Cum (1) = 1 = ¢ = 1. Deci solutia exacta a problemei Cauchy este y(x) = 2.

In tabelul de mai jos observam diferenta dintre valorile solutiei obtinute cu metoda lui Euler si

valorile exacte ale solutiei y = 2

v | yi~zyle) |y==x

1.1 1.2 1.21
1.2 | 1.418181 1.44
1.3 | 1.654545 1.69
1.4 | 1.909090 1.96
1.5 | 2.181818 2.25
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Algoritmul Pseudocod
1. citeste n, z;, 0 < i <mn, yo, €; declara f;
2.1+0
3. repeta
3.1. ¢ ¢y, xx — Tig1; Y — Vi
3.2. h+ zx — x;
33.yy —y+h- fz,y);
3.4. repeta
34.1. h« 1
3.4.2. aux +— yy
3.4.3. cat timp z < zx executa
3431y« y+h-f(z,y)
3432. x+x+h
344 . yy+—y; x4~ x5 Y — Y;
pana cand |yy — auz| < e
3.5, Yit1 < YY;
3.6. scrie 'valoarea aproximativa a solutiei in’, zx ’este’, yy
3.7. 1+ 1+ 1;
pana cand i = n

Obs 1: In algoritmul de mai sus, zz si yy sunt variabile reale. (NU sunt z x x sau y xy !)
De asemenea, va recomand sa folositi o alta notatie pentru x si y, deoarece daca veti lucra cu
variabila x gi vectorul z[i] vor aparea erori de sintaxa.

Obs 2: Valorile y1,y2, ..., yn, se calculeaza, fiecare, cu o precizia dorita €, tactica fiind injumatatirea
pasului A atunci cand se trece de la pasul ¢ la pasul ¢ + 1.

Obs 3: In C (sau C' + +) la pasul 3.4.3. se foloseste instructiunea

while (z < zx)

{
;-

In acest caz nu trebuie negat while-ul, deoarece while=cat timp#pana cand.

Obs 4: Implementand datele din Exemplul 1, pentru ¢ = 104, obtinem aproximarile
y1 = 1.209957, yo = 1.439906, y3 = 1.689847, y, = 1.959781, y5 = 2.249707.

Exemplul 2: Fie problema

Sa se determine solutia aproximativa a acestei probleme in punctele z; = 1.7, o = 1.9 si 3 = 2.1
folosind metoda Euler cu pasul h = 0.2.
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20 Metoda Runge-Kutta de ordin doi pentru rezolvarea unei
probleme Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale ordinare

Prezentarea Problemei: Consideram problema Cauchy

y/ = f(x,y)
(45) {y@w:y@

Prezentarea Metodei: Fie g < 21 < ... < zp, unde x;4+1 = x; + h, 0 < ¢ < n. Ne propunem sa
determinam valorile aproximative ale solutiei problemei Cauchy (45), notate y;, unde
yi ~y(x;), 0<i<mn—1.
Formulele utilizate sunt:

Tiy1 =2 +h
ki =h- f(zi,y)
46
(46) kg =h- f(xi+ 5h,yi + k1)
Yir1 = Yi + (k1 +3k2)/4,0< i <n— 1

Exemplul 1: Fie problema Chauchy

(47) (v

y(1)

Sa se determine solutia aproximativa a acestei probleme in punctele 1 = 1.1,29 = 1.2 gi 3 = 1.3
folosind metoda Runge-Kutta de ordinul doi cu pasul h = 0.1.
Solutie: Avem ca

€1, 1.3

I s |

1

2
flz,y) = ;y; xzo=1; yo = y(zo) = 1; h = 0.1.
Pentru 7 = 0, din relatia (46) obtinem

1 =x90+h=14+01=1.1

ki=h- f(a:o,yo)—h f(1,1)=01-% =02

ky=h- f(:co+ hyo+2k1)—01 f(1+32 +4) =5

Yi="Y0+ g (k1+3k2)—1+ (& +3 58) =387 ~ 1.209375.
Pentru 7 = 1, din relatia (46) obtinem

To=x1+h=1.2
klzh'f(l‘l yl) h- f(ll
2 2 _ 2 387 , 2 7 4773\ _ 14319
ky=h-f (xl + 3h,y1 + sk71 B 0 18'7f (1-1 1’;3:@7 %8‘;6331760) = 10f (67%) = %1600
Y2=1+7 (kl + 3k2) 300 t 1 (1760 +3- 61600) 61600 ~ 1.438685.

OO‘OJ
SN—"
—
O
I=
|
—
5
()
O

Pentru i = 2, din relatia (46) obtinem

r3=x2+h=13
9. 88623
ki =h- f(xe,y2) =h-f (1 9 88623) - 1. 51500 — 29541
10,

» 61600 10 123200

_ 2 2.\ _ 88623 | 2-29541 19 9847\ _ 29541
ko =h-f (1952 + §h7?/2 + 8’212% 0.1 29@4(11 2+ 30= 61?00 + §11232070) = 10f (157 6160) — 117040
ys =y2 + 3(k1 + 3k2) = §i600 + 1 (123200 +3- 117040) = Tsra640 = 1.687930.
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Observatie: In tabelul de mai jos observam diferenta dintre valorile solutiei obtinute cu metoda lui
FEuler, valorile solutiei obtinute cu metoda lui Ruge-Kutta de ordinul al doilea si valorile exacte ale
solutiei y = z2:

i |y =y(w) |y = y(z) y = a?
Fuler Runge-Kutta | sol. exacta
1.1 1.2 1.209375 1.21
1.2 | 1.418181 1.438685 1.44
1.3 | 1.654545 1.687930 1.69

Algoritmul Pseudocod
1. citegte n, z;, 0 < i < mn, yo, €; declara f;
2.1+0
3. repeta
3.1. ¢ =2y 2T — Tig1; Y — Y
32.h+zxx—=x
33. k1< h- f(x,y)
3.4. ko +— h- f(.’I}—l- 2h/3,y + 2k1/3)
3.5. yy <y + (k1 + 3k2) /4;
3.6. repeta
3.6.1. h+ 1
3.6.2. aux <+ yy
3.6.3. cat timp x < zx executa
3.6.3.1. ky < h- f(z,y)
3.6.3.2. ko < h - f(x +2h/3,y + 2k1/3)
3.633. y+—y+ (kﬁl + 3k2)/4
3.634. x+x+h
364 yy<—y; x4 x4 Y — Vs
pana cand |yy — auzx| < ¢
3.7 Yit1 < yy;
3.8. scrie 'valoarea aproximativa a solutiei in’, zx ’este’, yy
3.9. i+ 1+1;
pana cand 1 = n

Exemplul 2: Fie problema

Sa se determine solutia aproximativa a acestei probleme in punctele z; = 1.7, o = 1.9 si 3 = 2.1
folosind metoda Runge-Kutta de ordinul al doilea cu pasul A = 0.2.
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