4. FUNCTII DIFERENTIABILE. EXTREME LOCALE.
4.2. Exercitii rezolvate.

Exercitiul 4.2.1. Sa se demonstreze ca functiaf: R— R,

x?, x>0

Solutie. Functia f este evident, derivabila in orice x # 0, f”(x) = 2sin x cos x = sin 2x daca x < 0 i f'(x) =
2x daca x > 0 . Deoarece f este continud in X = 0 aplicand o consecinti a teoremei lui Lagrange, rezulta
cd f5(0) = |i¥ﬂ f(x)=0sif40)= |i5n f'(x) = 0, deci f este derivabild in x = 0 si
xT0 x+0

/() =0.

Prin urmare f este derivabila pe R, deci este diferentiabila pe R, iar diferentiala sa este functia df :
R — £ (R, R) care asociaza fiecarui X € R functia liniara si continua
h-sin2x,x <0

2x-h x>0

sin® x,x <0 o . o
f(x) = este diferentiabila pe R si s se determine diferentiala sa.

df:: R— R, dfh) =1"(x)h = {

Exercitiul 4.2.2. S se demonstreze ci functia f 1 R— R®,
f(x) = (f1(x), f2(x), f2(x)) unde f,(x) = sin x,
.1
-x%, x<0 x?sin=,x#0
ORI b X
Xe ", X> 0 X = 0

este diferentiabild pe R si s se determine diferentiala sa.
Solutie. Demonstram ca functiile f;, f, f3 sunt diferentiabile pe R.
Evident, f; este derivabild pe R, deci este si diferentiabild, iar diferentiala sa este df;: R —£ (R,

R), dflx (h) =f"1(x)-h = h-cos x.
Functia f, este derivabila pe R\{0} si
” —2X X <0
S2(X) =
X(2-x)e ™, x>0
Deoarece |ng f(x) = ”?0] f72(x) = 0 si f este continud in 0, deducem ca f este derivabila in 0 si
X X

f72(0) = 0. Prin urmare, f, este derivabila pe R, deci este si diferentiabild pe R si diferentiala sa este functia
df;: R —£ (R, R) care asociaza fiecarui X € R functia

—2xh ,X<0

X(2-x)e™*h,x >0
Componenta f; este derivabila pe R\{0} dar nu se poate aplica consecinta teoremei lui Lagrange

df,.: rR— r df, ()= {

. 1
pentru studiul derivabilitatii in x = 0 deoarece derivata f '3 nu are limita in X = 0 (Cos — nu are limitd in x =
X

f.(x)-f,(0 . 1
M = lim x sin = =0, deci f; este derivabila pe R si
X

0). Cu definitia, obtinem 7’5 (0) = lim
X—0 x—0 X

2xsin1—cosl,x #0
fa(x) = X X :

0 X=0



Rezulta ca f; este diferentiabild pe R si diferentiala sa este functia df;: R —£ (R, R) care asociaza
.1 1
. . (2xsin=—-cos=)h,x =0
fiecarui X € R functia deX :R—> R deX (h)= X X .
0, x=0

Prin urmare functia f: R — R®, f(x) =(f,(x), f2(x), fa3(x)) data este diferentiabila pe R si
diferentiala sa este functia df : R —£ (R, R®) care asociaza fiecarui X € R functia df,: R — R®,

dfi(h)= (f"1(h, f2(x)h, f73(x)h).

Exercitiul 4.2.3. Sa se demonstreze ca functia f: R* — R, f(x, y) = x® + xy? este diferentiabild pe R si sd
se determine diferentiala sa.

of

of of
Solutie. Evident, functiile — , — : R*— R, date de — (x, y)=3x* +y%, — (x, y) = 2xy sunt continue
ox oy OX oy

pe R? si diferentiala sa este functia
df: R> -7 (R% R) care asociazi fiecirui punct (X, y) € R? functia liniard si continua dfy, ) 1 R* — R, dfyy)

f of .
(hy, hy) =— (X, y)hy + — (X, y)h; adica
OX oy
dfeyy (1, h2) = (3K +y2) hy + 2xy-hy
Exercitiul 4.2.4. S se demonstreze ci functia f: R — R,
(x® +y?)sin ; (X,y) # (0,0)
f(x, y) = X% +y?
0 (% y)=(0,0)

este diferentiabila pe R? si s se determine diferentiala sa.
Solutie. Functia f are derivate partiale pe R\{(0, 0)}, fiind compunere de functii derivabile. Folosind
regulile de derivare uzuale obtinem:

of i 1
— (X, y) =2 SiIN———=+
OX

o 1|

1
x2 +y? OX /x2+y2

1 - 1 1
——————— +(X"+y")cos -— > |
VX2 +y? X2y U XT+y

0 : 1 1 2X
-&(w/X2+y2):2xsm\/)(274_)/2 —cos\/)(2_|_yz .2\/x2+y2

X 1
\/xz +y? _ \/xz +y? . \/xz +y?

Ly
oy ey ey

Cu definitia, obtinem:

+(x* + y?)cos

=2xsin

= 2xsin

pentru orice (X, y) # (0, 0).

pentru orice (X, y) # (0, 0).

of _
Analog — (X, y) = 2ysin
oy



ﬁ(o, 0)= lim f(h,,0)-1(00) _ lim h, sin L o
OX h,—0 . h,—0 L |
waﬁpwmqﬂahﬁ_fmp):nmrhgn—£-=o
8y h,—0 h2 h,—0 h2
. o Y B
Prin urmare, f este derivabila partial pe R, derivatele partiale find —, —: R — R.
ox oy
. X 1
2xsin — cos ,
f VYt ey Xy
0
= = (x,y) = (0,0)
0 (%, y)=(0,0)
2ysin ! - y cos ! :
. VP ay? ey’ Xy
y (x,y)= (x,y) = (0,0)
0 (%, y)=(0,0)
. of 0 : ) ‘ . ) .
Functiile & si 5 sunt continue pe R\{(0, 0)}, fiind compuneri de functii elementare. Prin urmare

functia f este diferentiabild pe multimea RA\{(0, 0)} si diferentiala sa este functia df: RA{(0, 0)} —£ (R? R)
care asociaza fiecarui punct (X, y) # (0, 0) functia liniard si continud

of of
dfi, y: RP— R, dfi (s, ) = — (X, y)hy + — (X, y)'ha.
OX oy

Pentru studiul diferentiabilitatii functiei f In (0, 0) teorema 4.1.3.2. nu mai este aplicabila, deoarece
of  of 1 . .
6_ si — nu sunt continue Tn (0, 0) (pentru X, =y, = ————, nE€N avem evident lim (x,, y») = (0, 0)
X n—oo

oy 2nn/2

_of (X, V) 1 entru orice neN")
1 — Xy, Yn) = ' '
; OX Y \/E P

......

continua

of of
Lo,0): R°— R, L o)1, hz) = — (0, 0)hy +— (0, 0)h, =0
OX oy

Pentru h = (hy, hy) € RA{(0, 0)} avem
[Ty, 1,) —T(0.0) — Lo (hysho) |
[l

R(h) =

) 1
(h2 +h2)sin -+
Jnzn2 —
_ (h2+;2)+ N Jnieny

sin

1
y(h; +h3)



Deoarece Iim R(h) = 0, deducem ci f este diferentiabila in (0, 0) si

df(o, o) L(o 0)-
Prin urmare f este diferentiabild pe R? si diferentiala sa este functia df: R*—£ (R? R) dati de df

of of
y(hy, ho) = — (X, y)hs +— (X, y)ha.
OX oy

Exercitiul 4.2.5. Si se demonstreze ca functia f: R*—> R® f(x, y) = (xy, ysin x, X + y) este diferentiabila
pe R? si s se determine diferentiala sa.
Solutie. Componentele functiei f sunt functii de clasa C' pe R, deci diferentiabile pe R,

) . L of of,
Daca fi(x, y) = xy, fo(x, y) =y sin x, f3(x, y) = x +y, functiile —(, y) =y, — (X, y) = X,
OX oy
of

afz 8f2 R 3 af3 . 2 R
—= X, y)=ycosx, —= (X, y) =sinx, — (X, ¥y) =1, —=(X, y) = 1 sunt continue pe R°. Matricea
0 X oy

OX

jacobiana a functiei f este

y X
J(x,y)=|ycosx sinx | pentru (x,y)€R®
1 1

Diferentiala functiei f este functia df : R*—L (R? R®) care asociaza fiecirui punct (X, y) € R?
functia liniara si continua
df y): R°— R’ datd de

yh +xh,

h
dfx, (1, h2) = Ji(x, ) (hlj = | (ycos x)h, + (sin x)h,
? h, +h,

X
Exercitiul 4.2.6. Sa se determine dz daci z(x, y) = f(— ,XY |, unde FACR’— R este o functie de clasa
y

C'peA.
Solutie. Notand cu u, v variabilele functiei f si folosind regulile de derivare partiala a functiilor compuse,
obtinem

au yXy ox \y av y OX Y
1af( ] m[ ]
— Xy XY | pentruy #0
y oul\y av y
of 0 (X of 0
—( y)-— =X || - (xy) =
(y ] 8y(yj 5V(y ] oy

x of (X of
=- | XY | +x ,xy pentruy # 0
y° ou\y ov y



_of , . .. _0z oz o
Deoarece — si — sunt continue, rezultd imediat ca — si — sunt continue in orice punct
ou  ov ox oy
0z 0z 1 of (x of [ x
: 0 si dzy yy(hy, hy) = — (X, y)»hy + — (X, y)yh, = | — —| —, +y-—| —, -h
(X, y) cuy # 0 si dzi y)(hy, hy) ox (%, y)rh Y (%, yrh, {y Gu(y XYJ y av(y Xy]} 1
+
+ _ X afx Xy +X-§ X Xy ||-h, pentruorice y # 0
y2 au ya v ya 2 Yy )
(h, hy) € R?
X2 _yz
,(X,y) = (0,0
Exercitiul 4.2.7. Fief:R— R, f(x, y) = Xyx2+y2 )= ( ).
0 ,(x y)=(0,0)
2 2
Demonstrati cd oxdy (0,0)# Byox (0, 0).

Solutie. Prin calcul direct rezulta:

x2 _ 2 4x2y°
of |y 5L+ (xy)=(00)
rvi X“+y® (X“+y9) i
0 (% y)=(0,0)
x2 — 2 4x3V2
of x5 Y (xy) % (00)
@ = X“+y (X“+y°)
0 (% y)=(0,0)
Atunci:
of of
7(X’0)_7(O’0)
2
of 00z 2 0.0)= lim ¥ N g
oxoy ox \ oy x>0 X
of of
0, 0) = —| — |(0, 0) = lim X X = -1 de unde rezult ca ©, 0) #
0yoX oy \ Ox y—0 y oxoy
i
0, 0).
ayax( )

Exercitiul 4.2.8. Sa se determine punctele de extrem local pentru functia
f:R%> R, Xy, 2)=x2+y*+ 22— xy +X-2z.

Solutie. Deoarece f este de clasia C? pe R®, rezultd ca toate punctele de extrem local se afld printre
punctele stationare ale lui f. Rezolvand sistemul:

ﬂ(x,y,z):2x—y+1=0
oX

of
~ v Yo :2 - :O
5 (X,y,2) =2y —x

q(x,y,z):22—2:0
0z



: , . 2 1
se obtine un singur punct stationar : | — § ——=,1].

3

Hessiana functiei f este aceeasi in fiecare punct din R,

Hf(Xl yl Z) =

deci Hf(—g,—l,lj: -1 2 0
3 3

Calculand determinantii principali obtinem A;=2>0, A,=

o°f
OX
o°f
0yoX
o°f
0Z0OX

_Z(X’ Y, Z)

(x,y,2)

(x,y,2)

2

0

I xy.2)
6Xay 1 1
o%f
W(X’yl)
o0

X,V,Z
628y( y:2)
-1 0

0 2

2

X,V,Z
8xaz( y:2)

2

oyoz
o°f
82_2 (Xv y’ Z)

(x,y.2)

2 _
-1 2

2 -10
=3>0siA;=|-1 2 0] =6>0.
0 0 2

Deducem ca punctul stationar (— 5 = 5 ,1) este punct de minim local pentru functia f.

Exercitiul 4.2.9. Sa se determine punctele de extrem local pentru functia

f:R%> R,f(X,y,2) =X° +y° + 7% — 2xy — dyz + 20X.

Solutie. Tn acest caz D = D, = R®. Functia f fiind de clasid C? pe R, toate punctele de extrem local pentru f
se afla printre punctele stationare ale lui f.

of 15
—(X,y,2)=2x-2y+20=0 X=—-—
OX 2

O oo

of
—(X,y,2) =2y-2x-42=0 <y
9%

N
I

L xy.2)=22-4y=0
0z
55

Prin urmare functia f are un singur punct stationar (— E ) E ,5) . Deoarece derivatele partiale de ordinul

doi sunt constante, hessiana functiei f este aceeasi in orice punct din RS

2 -2 0
Hix,y,2)=|—-2 2 —4|.
0 -4 2
Valorile proprii se obtin rezolvand ecuatia:
2-A -2 4
2 2-% -4 |=0
0 -4 2-A

Rezultd (A - 2)(A% - 41 - 16) = 0. Se obtine A1 =2 > 0, 4, = 2(1 + 4/5)> 0,



da=2(1- +/5)<0.
. 155 )
Prin urmare punctul | — ? , E ,D | este punct stationar pentru f, dar nu este punct de extrem local

pentru aceastd functie. Avand in vedere cd orice punct de extrem local trebuie sa fie punct stationar
deducem ca f nu are puncte de extrem local.

Exercitiul 4.2.10. Sa se determine punctele de extrem local pentru functia

f:R% > R, f(X,y) =Xy2(6 - x -y).

Solutie. Functia f este de clasa C? pe R® si are o infinitate de puncte stationare.

of
220
- 5 o OX o
Intr-adevar, rezolvand sistemul adica
of
Z-0
oy

18x%y? —4x%y? —3x°y® =0
12x%y - 2x*y —3x%y?* =0
se obtin urmatoarele puncte stationare: (o, 0), a €R; (0, B), BER; (3, 2).

Derivatele partiale de ordinul doi sunt :
2

SX—]; (x, y) = 36xy” — 12x%y* — 6xy°

O o O
oxoy YT oyox

2
% (x, y) = 12x% — 2x*-6x%y.

(x, y) = 36x%y — 8x°y — 9x%y?

Se obtin urmatoarele matrici hessiene:

0o o0
M9 10 120° —2a1 ) *<F

00 ‘ -144 -108
HO, p) = 0 0 , BERsIH(3, 2) = 108 -162)°

Punctul (3, 2) este punct de maxim local pentru f deoarece A; =-144 <0,
A, = 2% - 3% > 0. Pentru a decide natura celorlalte puncte stationare nu se poate folosi teorema 4.1.3.6.
Deoarece aplicarea formulei Taylor este anevoioasd (primele derivate nenule in (0, 0) sunt de ordinul 5),
studiem direct semnul cresterilor f(X, y) — f(a, 0) si f(x, y) —f(0, ).
Evident, sgn[f(x, y) — f(a, 0)] = sgn[x(6 — x- -y)].

Daca a < 0 atunci existd Vi€ 7 (a, 0) astfel incat f(x, y)- f(o, 0) < O pentru orice (x, y) €V, deci
orice punct (a, 0) cu o< 0 este punct de maxim local pentru f.

Daca a = 0 existd V, € 7/(0, 0) astfel incat 6 — x —y > 0 pentru orice (X, y) €V, deci pentru orice
(X, y) €V, sgnff(x, y) — f(a, 0)]=sgn(x).

Este evident ca f(x, y)-f(a, 0) nu pastreazd semn constant pe nici o vecinatate a lui (0, 0) ceea ce
aratd ca (0, 0) nu este punct de extrem pentru f.

Daca 0 < a <6, exista Vz€ 7/ (a, 0) astfel incat f(x, y) — f{a, 0) > 0 pentru orice (X, y) € Vs, deci
orice punct (a, 0) cu o € (0, 6) este punct de minim local pentru f.

Punctul (6, 0) nu este punct de extrem local pentru f. Intr-adevar, exista V4 € 9/(6, 0) continuti in
intregime n semiplanul x> 0. Pentru orice (x, y) € V4, sgn[f(x, y) — f(6, 0)] = sgn(6 — x - y). Este evident
acum ca

f(x, y) — f(6, 0) nu pastreaza semn constant in nici o vecinatate a punctului
(6, 0).



Daca a > 6, exista Vs€ 1/ (a, 0) astfel incat pentru orice (X, y) € Vs sa avem f(X, y) — f{a, 0) <0
ceea ce arata ca orice punct (a, ) cu o> 6 este punct de maxim local pentru f.

Analizam la fel punctele (0, §), BER.

Deoarece sgn[f(x, y) — f(0, B)] = sgn[x(6 — X - y)] si orice vecindtate a punctului (0, )
intersecteaza atat semiplanul x< 0 cat si semiplanul x> 0 rezulta ca f(x, y) — f(0, f)nu are semn constant pe
nici o vecindtate a nici unui punct (0, £), deci nici un punct (0, ), BER nu este punct de extrem local
pentru f.

Exercitiul 4.2.11. Sa se determine punctele de extrem local pentru functia

f:R>—> R,f(x,y)=Inl + [x-y]).

Solutie. Functia are derivate partiale pe multimea Rz\{(a, a), a ER} si

1 -1

—_ X> - -

of 1+x-y of 1+x-y

— xy)= oy =

X -1 oy 1
— X<y SEmm—
l+y—x l+y—-x

f(x,a)-f(a,a) .
X—a i

Deoarece rapoartele: R;(X)=

floy)—f(o,a)

Ra(X) = y nu au limitd in punctul o, rezulta ca f nu este derivabila partial nici in raport
-

Cu X, nici in raport y, in punctul (a, o), o € R.

Este evident ca functia f nu are puncte stationare.

Deoarece f(x, y) — (o, a) = f(x, y) = In(1 + |x -y]) >In 1 = 0, pentru orice (x, y) € R* rezulta (a, o)
este punct de minim local si global pentru f.

Prin urmare aceasta functie are o infinitate de puncte de minim, nici un punct de maxim, nici un
punct stationar.
Exercitiul 4.3.12. Si se demonstreze ca originea este punct de minim global pentru functia f: R>— R,

()
y Infl+—|y=#0
f(x,y) = y? :

0 ,y=0

2
X
Solutie. Deoarece f(x, y) — f(0, 0) = y’In (1 + —2] > () pentru orice
y

(X, y) €R’ rezulta ci (0, 0) este punct de extrem global si local pentru f. Nici Tn acest caz teorema 4.1.3.6.
nu poate fi aplicata.



